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Opnieuw begint een jaargang, en weder kan de redactie 
hare voldoening witspreken over den gang van zaken in het 
afgeloopen jaar. Zeer veel medewerking werd ondervonden, 
zoodat eer vantal stukken nog miet konden worden geplaatst, 
niettegenstaande meer vellen druks werden gegeven dan het 
vorige jaar. Dit was ook de oorzaak, dat aan het voornemen; 
om bij elke aflevering een vel oplossingen van vraagstukken 
te voegen niet kon worden voldaan. Hr zal dezen jaurgang 
getracht worden bijtewerken; daarvoor zijn reeds maatregelen 
genomen. 

De evamenopgaven, die bij den vorigen jaargang zijn ge 
voegd, werden blijkbaar op prijs gesteld; zij zullen dus ook 
nu weder worden opgenomen, witgebreid met de evamen- 
opgaven der Indische H. B. S., en met de prijsvragen, die 
witgeschreven zijn door de Nederlandsche Universiteiten en 
de Hollandsche Maatschappij van Wetenschappen (voor zoo- 
ver ze Wis- en Natwurkunde betreffen). 

Henige mededeelingen op natuurkundig en technisch gebied 
zullen te zamen worden geplaatst in één aflevering. 
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Vergelijkingen, waarin wortelvormen 
voorkomen, en imaginaire getallen, 


DOOR 


De. FRED. SCHUH (Sneek). 


Naar aanleiding van het stukje van den heer O0. Postma 
in de 3de aflevering van den vorigen jaargang van dit 
tijdschrift over „Een moeilijkheid bij wortelvormen” (p. 160 — 
165) wensch ik de volgende opmerkingen te maken: 

De bedoelde moeilijkheid is wiets anders dan een 
guaestie van afspraak. 

Wil men een stelsel vergelijkingen, waarin wortelvormen 
voorkomen, kunnen oplossen, dan moet men die afspraak 
kennen. 4 

Allerlei afspraken, mits scherp geformuleerd en zonder 
innerlijke tegenstrĳjdigheden, zijn denkbaar, alleen met dit 
verschil dat de eene afspraak doelmatiger is dan de andere. 

Wil de een of andere algebraïsche herleiding zin hebben, 
wil men kunnen weten welke bewerkingen geoorloofd zijn 
en welke niet, wil men de draagwijdte der formules 
kunnen beoordeelen, dan moeten alle gebezigde symbolen 
scherp gedefinieerd zijn, d. w. z. er moet worden afgesproken 
wat men onder die symbolen belieft te verstaan; slechts 
met goed gedefinieerde begrippen kan men in de wiskunde 
ets aanvangen. 

Wanneer het nu symbolen betreft, die zooals wortel- 
vormen dubbelzinnigheid toelaten, dan moet er bij het 
opgeven van een vraagstuk bij gezegd worden hoe men 
die wortelvormen geïnterpreteerd wil zien, en indien dit 
niet geschiedt, is het niet de schuld van den oplosser als 
hij niet die antwoorden verkrijgt, die met de onuitgesproken 
door den opgever bij zich zelf gemaakte afspraak in over- 
eenstemming zijn. 

Blijkens de definitie is V/x (het getal, dat in het kwa- 
draat gebracht «x oplevert) voor twee waarden vatbaar; 
met Wx kan nu bedoeld zijn òf zoowel de eene als de 
andere wortel òf één bepaalde der wortels, waarbij dan 
dient te worden aangegeven welke bedoeld wordt. Heeft 
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men nu een vergelijking, waarin W/x voorkomt, b.v…: 


dan wordt in het eerste geval gevraagd een waarde van x 
te vinden, waarbij door voor WV/x den eenen of den anderen 
wortel te nemen aan de vergelijking voldaan wordt; 
het antwoord luidt dan #=4 of x=9. Echter kan ook 
worden afgesproken onder W/x een bepaalden wortel te 
verstaan, waardoor dan de eene of de andere oplossing 
van zooeven of beide zouden kunnen komen te vervallen. 

De meest voor de hand liggende beperkende afspraak is: 
onder Wax den positieven wortel te verstaan als x een be- 
staanbaar positief getal is en negatieve en onbestaanbare 
waarden van x wiet toe te laten. Hoe voor de hand liggend 
deze afspraak ook is, ze is een beperking, die men aan 
het oorspronkelijke begrip worteltrekking, als omkeering 
der machtsverheffing, oplegt; deze beperking te postuleeren 
is het goed recht van iemand, die een vraagstuk opgeeft, 
mits dit postuleeren dan ook witdrukkelijk geschiede. De 
bovengenoemde beperking onderscheidt zich alleen door 
een iets grootere doelmatigheid (in vele gevallen zal bij meet-, 
natuur- of werktuigkundige vraagstukken, die algebraïsch 
worden opgelost, onder Wx uit den aard der zaak de 
positieve wortel te verstaan zijn), maar niet in wezen 
van b.v. de volgende afspraak: onder Wx is de posi- 
tieve wortel te verstaan als x bestaanbaar en 4 of meer 
is, de negatieve wortel als x bestaanbaar positief en 
minder dan 4 is, de wortel, waarvan het onbestaanbare 
deel het negatieve teeken heeft, als x bestaanbaar en 
negatief is, de wortel, waarvan het bestaanbare deel 
positief is, als x een onbestaanbaar getal is, waarvan de 
modulus 8 of meer is, en ten slotte de wortel, waarvan 
het bestaanbare deel negatief is, als # een onbestaanbaar 
getal met een kleineren modulus dan 8 is. Deze afspraak 
en andere nog gecompliceerdere kunnen gemaakt worden 
en dan heeft de oplosser die te kennen en er zich aan te 
houden; de reden,.dat zulk een afspraak niet zoo licht 
gemaakt zal worden, ligt uitsluitend daarin, dat zich geen 
toepassingen laten bedenken, waarbij die afspraak op 
natuurlijke wijze met den aard van het vraagstuk verband 
houdt. 

Na deze algemeene opmerkingen ga ik tot meerdere details 
over, waarbij ik mij eenvoudigheidshalve zal beperken tot 
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vergelijkingen, waarin slechts onbekenden en geheel be- 
kende getallen (dus geen door letters voorgestelde als 
gegeven beschouwde getallen) voorkomen. Bij de vraag 
naar de waarden der onbekenden, die aan deze verge- 
lijkingen voldoen, moet men in de eerste plaats weten aan 
welke getallensoort men die waarden wil ontleenen. … Wordt 
hieromtrent niets gezegd, dan is gewoonlijk de stilzwijgende 
afspraak die getallensoort zoo ruim mogelijk te nemen, 
dus daarvoor te nemen het complexe getatlencontinuum ; 
door een andere afspraak te kiezen kunnen er wel oplos- 
singen afvallen, maar geen nieuwe bijkomen. Een 
veel voorkomende beperking zal zijn, dat men alleen 
naar oplossingen vraagt, die behooren tot het bestaanbare 
getallencontinuum; een nog verdere beperking maakt men 
door alleen naar positieve oplossingen te vragen, en nog 
verder gaande kan men aan de oplossingen de voorwaarde 
opleggen bovendien rationaal (het opzoeken der meetbare 
wortels eener hoogere-machtsvergelijking) of Jee (Diophan- 
tische vergelijkingen) te zijn. 

In de tweede plaats dient men zich PE de be- 
teekenis der symbolen (wortels) een afspraak te vormen. 
Treedt in die vergelijking b.v. op W/3 , dan is algemeen 
gebruikelijk daaronder den positieven wortel te verstaan; 
evenzoo bij W10—2Vs . Komt echter W/—6 42/5 voor, 
dan kan dit zoowel 4 i(—1l +5 )als —il—1l+W5) 
zijn, terwijl W3-—4i zoowel 2—i als — 2 4-1 beteekenen 
kan; er moet dan bij gegeven worden welke wortel be- 
doeld wordt, door b.v. in plaats van W3-—4i of W2 +61 
te schrĳven —21 of Wi+vm +iV-14Hmw als 
deze wortels bedoeld zijn. Wil men bepaald de herleiding 
dier wortelvormen tot den vorm a + bj aan den oplosser 
overlaten, dan moet op andere wijze de onderscheiding 
gemaakt worden, waarvoor nu echter iedere aanwijzing 
kan gebezigd worden, die den eenen wortel uitsluit; de 
meest voor de hand liggende aanwijzing is ongetwijfeld 
hetteeken van het bestaanbare of van het onbestaanbare deel 
(dus van a of b) te geven; blijft die aan wijzing achter wege, 
dan blijft er niets anders over dan de verschillende 
waarden, die deze wortelvormen hebben kunnen, achter- 
eenvolgens als de bedoelde waarde op te vatten, hetgeen 
hier op neer komt, dat men achtereenvolgens verschillende 
stelsels vergelijkingen heeft op te lossen. In het volgende 
kan dus worden aangenomen, dat men met de waarden 
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der in de vergelijkingen optredende constanten volkomen 
bekend is. 

Vervolgens ga ik over tot een iets uitvoeriger beschou- 
wing van het geval, dat een of meer der onbekenden onder 
de wortelteekens voorkomen. Om mij gemakkelijker te 
kunnen uitdrukken zal ik mij bij deze algemeene bespreking 
beperken tot het geval van één vergelijking met één onbe- 
kende z, daar hierbij de aard der quaestie dezelfde is als 
bij meerdere vergelijkingen met meerdere onbekenden. 
De vergelijking kan steeds geschreven worden in den vorm 


[@) =0, 


zoodat het oplossen der vergelijking daarop neer komt de 
waarden van ” te vinden, die f(x) nul maken; hierbij ver- 
staan we dus onder x niet alleen die waarden, waarvoor 
f(x) =0 is, zoodat we xv in plaats van de onbekende liever de 
veranderlijke noemen. De onbekende is dan een bijzondere 
waarde der veranderlijke, die we ter onderscheiding door 
%, aanduiden, zoodat z, een waarde van x is, waarvoor 
f(x) de waarde nul aanneemt. 

Zooals reeds is opgemerkt hangt bij het antwoord op 
de vraag naar «, alles daarvan af‚ welke waarden men 
aan © wil toekennen. Stilzwijgend bedoeld en ongetwijfeld 
het doelmatigst is het aan z alle waarden van het complexe 
getallencontinuum toe te kennen, dus het getalbegrip zoo 
ruim mogelijk te nemen als met de rekenregels in over- 
eenstemming te brengen is, waardoor het gelukt een 
grootere eenheid en harmonie te bereiken en uitzonderingen 
te vermijden; we beginnen daarom met ons op dit stand- 
punt te stellen. 

Geheel in overeenstemming met dit standpunt is het 
de beteekenis der irrationale functies (als kenmerkend 
voorbeeld nemen we daarvoor W/x) zoo ruim mogelijk te 
nemen en deze als meerwaardige functies op te vatten; het 
komt mij een vreemde handelwijze voor aan W/x niet ook 
de negatieve waarde toe te kennen als x bestaanbaar en 
positief is, daarentegen voor 4 bestaanbaar en negatief 
wel een der beide onbestaanbare wortels toe te laten. 
Iets dergelijks heeft men bij de cyclometrische functies, 
met dit verschil dat die voor oneindig veel verschillende 
waarden vatvaar zijn, terwijl een irrationale functie slechts 
een beperkt aantal waarden kan aannemen. 

Is dus f(x) meerwaardig, dan krijgt men de volgende 
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definitie voor een oplossing der vergelijking f(x) 0: 

Van de vergelijking f(@)—=0 is x= x, een oplossing als 
minstens één der waarden, waarvoor f(x) vatbaar is, 
gelijk aan nul is. 

Volgens deze definitie zijn b.v. de oplossingen der ver. 
gelijking #4 Wx —6==0 dezelfde als die van de verge- 
lijking z— a —6=0. 

Tot de tweewaardigheid van W/x wordt men gedwongen 
als men aan de continuïteit dier functie wil vasthouden, 
zooals uit de meetkundige voorstelling der complexe ge- 
tallen (waarbij iedere bestaanbare of onbestaanbare waarde 
een beeldpunt in het imaginaire vlak krijgt) blijkt. Loopt 
het beeldpunt van « om het vertakkingspunt O (den oor- 
sprong) heen en laat men W/x continu veranderen, dan is, 
als het beeldpunt in zijn punt van uitgang teruggekeerd 
is, Wx van teeken veranderd. Alleen in een gebied, dat 
niet om het punt O heenloopt (dus waarin geen gesloten 
kromme mogelijk is, waarbinnen O ligt), kan V/x als een 
tegelijkertijd continue en eenwaardige functie gedefinieerd 
worden; geeft men voor één bepaalde waarde van x welke 
waarde men aan Wx wil toekennen, dan is daardoor in 
het beschouwde gebied W/x ondubbelzinnig gedefinieerd. In 
een gebied echter, dat om O heenloopt, dus ook in het ge- 
heele imaginaire vlak, moet men òf de een waardigheid òf de 
continuïteit opgeven. Het eerste lijkt mij het doelmatigst 
toe, daar dit vrij is van alle willekeur, terwijl het opofferen 
der continuïteit slechts gebeuren kan door in het imagiaire 
vlak een snede door het vertakkingspunt O aan te brengen 
en vast te stellen, dat het beeldpunt die snede niet 
passeeren en alleen van een bepaalden kant be- 
reiken mag; daar deze snede naar willekeur kan worden 
aangebracht en in het eene geval de eene snede, in het 
andere geval een andere snede doelmatiger zijn Kan, moet 
in veder geval die snede uitdrukkelijk worden uwangegeven, 
terwijl dan bovendien voor een bepaalde waarde van # moet 
worden gezegd wat men onder W/x wil verstaan. 

Neemt men b.v. de volgende afspraak, die volgens den 
heer Postma (l. e.p. 165) de beste is: onder V/x dien wortel 
te verstaan, waarvan het bestaanbare deel positief is, en 
zoo dit bestaanbare deel nul mocht zijn den wortel te 
nemen, waarvan het onbestaanbare deel het positieve 
teeken heeft. Hierbij heeft men discontinuïteit als (voor 
x=atbi) a negatief is en b uitgaande van O een nega- 


tieve waarde aanneemt. De snede is nu de negatieve d-as, 

zooals de volgende fig. aangeeft, waarin de snede door een 

dikke lijn iets beneden de nega- 

b tieve a-as voorgesteld is om aan te 

geven, dat er geen discontinuï- 

teit is tusschen de neg. a-as en 
0 a het er boven liggende gebied. 

Het is niet te ontkennen, dat 

bovengenoemde afspraak een zeer 

eenvoudige is, hetgeen echter niet 

wegneemt dat ze willekeurig 1S 

en men even goed een anderen door O gaanden halfstraal 

kan bezigen. 

Ook behoeft de snede natuurlijk geen rechte lijn te zijn. Zoo 
wordt bij de gekunstelde op bldz. 8 bij wijze van voorbeeld ge- 
noemde afspraak de snede 
door de dikke lijn van b 
nevenstaande fig. aange- 
duid, waarbij weer de dikke 
lijn op korten afstand van 
de dunne (waarmede ze 
eigenlijk behoort samen te 
vallen) geteekend is om 
aan te geven van welken 
kant men tot de snede 
naderen kan zonder dat 
Wa disecontinu wordt. 

Echter nog veel gecompliceerdere sneden zijn denkbaar. 
Daarop wil ik niet ingaan, maar alleen nog even opmerken 
dat men WV/x ook eenwaardig maken kan door een afspraak, 
die tegelijkertijd de continuïteit verbreekt, zooals b. v. de 
volgende: we geven aan Wx de waarde, waarvan het 
bestaanbare deel negatief is, als dit onmeetbaar is, de 
waarde, waarvan het bestaanbare deel positief is, als dit 
meetbaar en van nul verschillend is, en de waarde, waarvan 
het onbestaanbare deel het positieve teeken heeft, als het 
bestaanbare deel nul is. Volgens die afspraak is W/x voor 
iedere van nul verschillende waarde discontinu. 

Het spreekt van zelf, dat met de boven vermelde voor- 
beelden van afspraken, die men zou kunnen maken om 
Vx éénwaardig te krijgen, niet bedoeld is te beweren, 
dat zulk een gecompliceerde afspraak soms reden van bestaan 
heeft, maar alleen het willekeurige van alle afspraken daar- 
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omtrent in het licht te stellen. Nu kan het heel goed zijn nut 
hebben, en in de functietheorie wordt dit dan ook herhaal- 
delijk gedaan, een eenvoudige snede op doelmatige wijze 
aan te brengen, maar dan moet daar reden voor zijn, dan 
moet men door het aanbrengen van zulk een snede tot 
eenvoudiger voorstellingen geraken en daarmede het 
beheerschte gebied uitbreiden, kortom er moet iets zijn dat 
a.h. w. tot het aanbrengen der snede dwingt; dit aanbrengen 
behoort echter niet een gekunstelde en door niets gemoti- 
veerde fraaiigheid te zijn. Terwijl het getalbegrip tot 
complexe getallen is uitgebreid juist om alle uitzonderingen 
en disharmonieën op zijde te schuiven, zit een dergelijke 
leidende gedachte niet voor bij het eenwaardig maken der 
functie W/x op de wijze zooals dit door den heer Postma 
(l. e. p. 165) is voorgesteld, en in plaats van uitzonde- 
ringen te vermijden schept men ze daardoor. 

Met het bovenstaande meen ik voldoende betoogd te 
hebben, dat de uitbreiding van het getalbegrip tot com- 
plexe getallen bij een natuurlijken gang van zaken ook 
dwingt de irrationale functies zoo ruim mogelijk, d.i. 
geheel in overeenstemming met de oorspronkelijke definitie 
van worteluitdrukkingen, op te vatten en niet met de 
eene hand terug te nemen wat men met de andere 
geeft. Ik zou de conclusie, waartoe ik kom, als volgt 
willen samenvatten : 

Laat men bij het oplossen van een stelsel vergelijkingen 
ook onbestaanbare oplossingen toe, m. a. w. neemt men bij 
het oplossen het geheele complexe getallencontinuum als toe- 
laatbare waarden voor de onbekenden, dan is het niet meer 
dan natuurlijk de in die vergelijkingen voorkomende irrationale 
functies als meerwaardig te beschouwen. 

Volgens deze opvatting loopt men geen gevaar op onaan- 
genaamheden te stuiten als dat b.v. Wa W5 —=Wab niet 
zonder uitzondering door zou gaan, enz. Men kan vrijelijk 
de wortelvormen door machtsverheffing verwijderen 
zonder voetangels en klemmen, dus zonder gevaar te loopen 
oplossingen in te voeren of te doen verdwijnen, en zonder 
dat men van de gewone regels behoeft af te wijken. ledere 
vergelijking, waarin wortelvormen voorkomen, kan dan als 
volet gelezen worden : 

Herleid de vergelijking tot een rationale en los deze op. 

Ken ander standpunt, waarop men zich plaatsen kan, 
zich tot het reëele getallencontinuum te beperken, ae 
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standpunt, waardoor vele uitkomsten minder eenvoudig 
worden (een vierkantsvergelijking heeft dan soms twee, 
soms nul oplossingen, enz), maar dat toch wel reden 
van bestaan heeft. Het komt mij voor, dat dit standpunt, 
hoewel overigens verre bij het eerstgenoemde achterstaand, 
het voor de school meest geschikte is, daar een behandeling 
der onbestaanbare getallen niet wel mogelijk is zonder 
daaraan veel tijd te besteden, meer tijd dan met het oog 
op de geheele te behandelen leerstof daaraan gewijd kan 
worden. Daar het niet aangaat te zeggen: „dit getal, dat 
niet bestaat en daarom een onbestaanbaar getal heet, 
noemen we d, enz”, is, om den leerlingen een goed inzicht 
in de leer dier zoogenaamde onbestaanbare getallen te 
verschaffen, de meetkundige voorstelling met alles wat 
daaraan vast zit onontbeerlijk en dan nog zal menige 
leerling zich afvragen wat hij aan dit alles, waarvan hij 
zoo goed als geen enkele toepassing te zien krijgt en waarvan 
het nut hem geheel ontgaat, heeft. Wat moet een leeraar 
antwoorden als hem naar het nut van dit alles, waaraan 
zoovele uren besteed worden, gevraaga wordt ? Het ant- 
woord, dat dit nut eerst in de hoogere wiskunde blijkt, zal zijn 
leerlingen als een dooddoener in de ooren klinken, en de 
vraag doen rijzen, waarom ze dan nu reeds met die ima-. 
ginaire getallen iets te maken hebben. 

Het is waar, enkele eenvoudige tot de leerlingen sprekende 
toepassingen kan men geven, echter ook weer niet zonder 
daaraan tamelijk wat tijd te besteden. Zoo kan men b.v. 
de formule van de Moivre 


(cos ad + isin a)” = cosn ad + isin n a 


afleiden en laten zien hoe men door (cos a + { sin a)” volgens 
het binomium van Newton te ontwikkelen en de bestaanbare 
en onbestaanbare deelen van beide leden der vergelijking 
gelijk te stellen formules voor cosna en sina verkrijgt, 
die zonder behulp der imaginaire getallen niet zoo gemak- 
kelijk zijn af te leiden. Dit neemt niet weg, dat een 
dergelijke toepassing, waarmede men slechts in de hoogere 
klassen zal kunnen aankomen, niet voldoende is om een 
grondige benandeling der imaginaire getallen te recht- 
vaardigen, en waar een eenigszins grondige bespreking 
moet achterwege blijven doet men geloof ik beter de 
geheele zaak te laten rusten; desnoods kan men opmerken, 
dat het gelukt is een nieuwe getallensoort in te voeren, 
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waardoor ook vergelijkingen als x? + 1 = 0 twee wortels 
verkrijgen, zonder daar echter verder op in te gaan. 

Wat betreft het buiten verdere bespreking laten der 
imaginaire oplossingen, dit is geheel in overeenstemming 
met wat men op de school bij andere deelen der wiskunde, 
bij de behandeling der logarithmische en goniometrische 


functies, doet. Stuit men b.v. op de vergelijking cos x = Ee 


of op #=log(— 1), dan zegt men, dat deze vergelijkingen 
geen oplossingen toelaten; dit wil dan zeggen geen be- 
staanbare oplossingen, daar aan beide vergelijkingen door 
onbestaanbare waarden van & kan worden voldaan, nl. 
aan de eerste vergelijking door z = 2 {12 (waarin neen 
geheel positief of negatief getal of nul en 12 de bestaan- 
bare Neperiaansche logarithme van 2 is) en aan de tweede 
vergelijking door en JI) zi Aan een zoo uitvoerige 
behandeling der imaginaire getallen, dat de leerlingen ook 
de onbestaanbare oplossingen van goniometrische en expo- 
nentiëele vergelijkingen leeren opzoeken (waarvoor in de 
eerste plaats de behandeling van het Neperiaansche loga- 
rithmenstelsel noodzakelijk is) kan natuurlijk niet gedacht 
worden, zoodat een volledig tot hun recht doen komen 
der imaginaire getallen op de school een ondoenlijkheid is. 

Ook de invoering van onbestaanbare logarithmen van 
negatieve getallen kan tot het uit den weg ruimen van 
uitzonderingen dienstbaar gemaakt worden. Heeft men 
b.v. te berekenen: 

al 

waarin « een positief en b een willekeurig bestaanbaar 
getal is, beide met een aantal decimalen, dan doet men 
dit als volgt: 
log log x == log b + log log a. 


Is dan b negatief of a kleiner dan 1, dan heeft log b of 
loglog « geen bestaanbare waarde meer, zoodat zonder 
invoering van onbestaanbare lagarithmen de bewerking 
niet ongewijzigd doorgaat. Met die invoering echter wel. 
Heeft men b.v. 0,5479%% te berekenen, dan wordt de 
bewerking als volgt: 


loga==log 0,5479 == 0,73870 — 1 —= — 0,26130 
log log a = log — 0.26130 == 0,41714 — 1 + log (— 1) 
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(ONO O3 S0 057107 


log log x — 0,79481 — 1 + log (— 1) 
log — — 0,62346 == 0,37654 — 1 
tv 0,23798: 


Ik meen, dat hierbij wel eens + log (— 1) door de toe- 
voeging (—) vervangen wordt. Dit lijkt mij toe een tot 
verwarring aanleiding gevende schrijfwijze te zijn. Wat 
toch moet men zich bij de toevoeging (—) denken als 
men geen onbestaanbare logarithmen wil invoeren; doet 
men dit wel, dan mag dit echter niet zvo geschieden, dat 
men maar met log(— 1) werkt zonder er zich om te 
bekommeren of dit veroorloofd is, maar er dient bewezen 
te worden, dat log (— 1) werkelijk een imaginaire waarde 
heeft en dat voor die imaginaire getallen dezelfde bewer- 
kingen veroorloofd zijn als voor bestaanbare getallen. 
Zonder dat kan ik me niet goed voorstellen, dat de he- 
werkingen met de toevoegingen (—) den leerlingen werkelijk 
duidelijk worden, al leeren ze daarmede ook zonder fouten 
werken. Te meer zou ik deze toevoegingen wenschen ver- 
meden te zien, omdat dit op zoo eenvoudige wijze ge- 
schieden kan, hetgeen dan echter tot onderscheiding van ver- 
schillende gevallen aanleiding geeft. Zoo heeft men b.v. 
bij de berekening van a? de volgende gevallen: 

bode Om log los log b + log log a; 

20, a<1, b=0; log (—log xv) = log b + log (— log ad) ; 

30, a>1, 6<0; log (— log #) —= log (— b) + log log a ; 

40, a<1, bS<0; log log w =log (— b) + log (— log d). 

Wanneer we ons bij het oplossen van algebraïsche ver- 
gelijkingen op het standpunt stellen geen imaginaire ge- 
tallen in de beschouwingen op te nemen, een standpunt 
waarvan in het bovenstaande de wenschelijkheid voor het 
schoolonderwijs betoogd is, dan heeft men de berekening 
af te breken zoodra men anders op imaginaire oplossingen 
gevoerd zou worden. Aangaande de beteekenis der wortel- 
vormen kan men nu nog verschillende afspraken maken, 
waarvan uit een doelmatigheidsoogpunt alleen de beide 
volgende, die ik als de ruime en de beperkte afspraak zou 
willen aanduiden, in aanmerking komen. 

Bij de ruime afspraak verstaan we onder Wx, als z een 
positief getal is, zoowel den positieven als den negatieven 
wortel. We verdrijven dan op de gewone wijze door 
middel van machtsverheffing de wortelvormen, en lossen 
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de zoo verkregen rationale vergelijkingen op. Toch heeft 

men zich dan nog even te overtuigen of voor de gevonden 

waarden der onbekenden de in de vergelijkingen optredende 

wortelvormen bestaanbaar blijven, hetgeen dikwijls met 

_ een oogopslag te zien zal zijn, zonder dat daartoe een vol- 

ledige substitutie noodig is. Heeft men b.v. de vergelijking 
2Vrld Vert, 


die we als volgt oplossen : 


Waza Vri4 \ 
blm Dede 
samm) of 232 Ward, 

02 — 10 2 4 25 —=0, 

Ls 


zonder invoering van imaginaire getallen voldoet echter 
x=0 aan deze vergelijking niet. 

Bij de meer gekunstelde beperkte afspraak verstaan we 
onder Wx (waarin & weer een positief getal zijn moet) 
uitsluitend den positieven wortel, Heeft men de vergelijking 
volgens de ruimere afspraak opgelost, dan moet nog 
worden uitgemaakt welke dier oplossingen volgens de 
beperkte afspraak aan de vergelijking voldoen. Terwijl daar- 
voor in den regel substitutie der volgens de ruimere afspraak 
gevonden oplossingen noodig zal zijn, kan somtijds een 
handelwijze gevolgd worder, die substitutie overbodig 
maakt, bestaande in het vermijden van het door middel 
van machtsverheffing verdrijven der wortelvormen. Ter 
nadere aanduiding der bedoelde handelwijze volsta ik met 
een paar voorbeelden. 

Gevraagd de vergelijking 

xd Wz—12=0 
op te lossen. Stel Wax =p, waarin p volgens de beperkte 
afspraak een positief getal is. De vergelijking wordt dan: 
Dld), 
p=3 of --4, 
waarvan we volgens de afspraak alleen p= 3 kunnen ge- 
bruiken. We vinden dus als eenige oplossing «== 9. 
Als meer ingewikkeld voorbeeld nemen we de vergelij- 
kingen : 
ody_ 240 2 2355 
atv /=, Da x* + y= 353 
(index. der H. B. Scholen, 1873). Verstaat men onder 


ee den positieven wortel, dan wordt deze uitdruk- 


Ly 


king na vermenigvuldiging met &—y positief of negatief, 
al naar gelang ”—y positief of negatief is. We hebben 
dus achtereenvolgens beide gevallen te beschouwen. 


1s ° Ondersteling : 2—y >0. 
ny H War y2 == 240. 
Stel 


Way? =p (p positief), 
dan wordt de vergelijking : 


nti 240, 
sDisccakik 

1 — y? = 225, 

1 y? = 358, 


Aa ien ne 

Wake 0d U de 

Volgens de onderstelling 
Ly >0 kunnen we hier- 


2de Onderstelling: #—y <0. 


Pf — Vary —= 240 
Stel 
Waz —y2 =p (p positief), 
dan wordt de vergelijking : 
p° —p== 240, 
p= 16, 
12 — y? = 256, 
x2 J- y? = 353, 
x= 304,5, =d 17,45, 
yn 48.5, Wd 6,96. 
Volgens de onderstelling 
XL —y <0 kunnen we hier- 


van alleen gebruiken : 
x=17, 17, 
y= 8, —ë. y= 


van alleen gebruiken: 
t=—17,45, — 17.45, 
6,96, — 6,96. 


Blijkens de gevolgde handelwijze is substitutie overbodig. 

Ten slotte nog een drietal opmerkingen. In de eerste 
plaats wil ik opkomen tegen een voorstel van den heer 
Postma (l.c. p. 163 en 164) om de bewerkingen met wortel- 
vormen met behoud van hun een waardigheid zoo te wijzigen, 
dat aan de hoofdeigenschappen voldaan blijft, een voorstel, 
waarvan hij wel enkele bezwaren opnoemt, maar dat hij 
toch ook niet als geheel onbruikbaar schijnt te willen 
verwerpen}. In het kort komt het daar op neer, dat 
men voor W{—12 niet moet schrijven — 1 maar — 1, 
omdat de uitdrukking onder het wortelteeken door ver- 
menigvuldiging van twee factoren — 1 is ontstaan en het 
daarom logisch zou wezen ook weer — 1 als wortel te 
nemen. 

Deze handelwijze is evenwel niet toelaatbaar als zijnde 


1 Gedurende het drukken deelde de heer Postma mij mede, dat 
dit wel zijn bedoeling was. 


\ 
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in strijd met den eisch van het goed gedefinieerde. Uit 
het genoemde voorstel laat zich geen definitie afleiden, die 
ons in staat stelt met volkomen scherpte te beoordeelen 
of een bewerking al dan niet geoorloofd is; dit te laten 
afhangen van nog onbekende. bewerkingen, die men mis- 
schien later nog zal uitvoeren, stempelt die bewerking 
tot een slecht gedefinieerde en daarmede is ze veroordeeld. 
Dit slecht gedefinieerd zijn leidt tot absurditeiten als 
b.v. dat men uit a=b niet zou mogen afleiden Wa = 
Vv; zoo zou men even goed (of liever even slecht) onder- 
scheid kunnen maken tusschen W1+4 en W/2+3. Het 
zelfde ongedefinieerde karakter dragen de uitdrukkingen 


eer en VEST: die volgens den heer Postma bij die 
afspraak onherleidbare imaginaire getallen zouden worden. 


Als men echter voor ed niet — l nemen mag omdat 
er onder het wortelteeken geen drie factoren — 1 ge- 
schreven staan, waarom mag men dan W/3x 12, waarbij 
onder het wortelteeken geen twee factoren 6 te zien 
zijn, gelijk aan 6 stellen? Luidt het antwoord: omdat 
3 X 12 —=6? is, dan zou ik willen vragen: heeft men dan 
ook niet — 1 =(— 1)? 

Een tweede opmerking geldt een stukje van den heer 


J. N. Visschers over: „De vergelijking W+ Z 


— 1 —=0”, voorkomende in de 2de aflevering van den 2den 
jaargang van dit tijdschrift (p. 92—94). Daar wordt be- 
weerd, dat in de Géométrie Analytique van Briot en 
Bouguet ten onrechte gezegd wordt, dat deze vergelijking 
een parabool voorstelt; volgens den heer Visschers stelt 
ze alleen het gedeelte van de parabool tusschen de raak- 
punten met de assen voor, terwijl de beide uiterste stukken 


Aare BAE Boen ON 
der parabool Wel! OKE 14 Vá 


—1=0 tot vergelijking hebben. Ook dit is weer een 
guaestie van afspraak. Briot en Bouguet hebben blijkbaar 
de ruime, d.i. de meerwaardige definitie der irrationale 
functies gekozen, welke ontegenzeggelijk van een hooger 
standpunt de best verdedigbare is; ze wisten ongetwijfeld 
heel goed, dat men voor sommige punten der parabool 


45 voor weer andere punten Va negatief nemen 
moet. 
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Verder wordt in het stukje van den heer Visschers nog 
gezegd (p. 93): „Indien verg. Ic (d.i de vergeliĳking in 
guaestie) de bedoelde parabool voorstelde, zou y=—=0 de 
raaklijn moeten zijn in het punt (a, 0). Stellen we y —=0 
in die verg. dan komt er 


C AE 


Dit antwoord zegt ons, dat de z-as wel het punt (a, 0) 
met de kromme gemeen heeft, doch niet, dat ze een raak- 
lijn is.” Deze geheele passage is mij een raadsel, Wat is 
dan de raaklijn der kromme in het punt (a, o), of heeft 
de kromme daar soms geen raaklijn ? 

Ik kan niet inzien wat er tegen is bij sommige krommen 
een eenvoudige irrationale vergelijking boven een meer 
gecompliceerde rationale te verkiezen en daarbij de irra- 
tionale functies als meerwaardig op te vatten om een 
volkomen aequivalentie tusschen beide vergelijkingen te 
verkrijgen. Het spreekt dan echter van zelf, dat stellingen, 
die afgeleid zijn voor rationale vergelijkingen (zooals b. v. 
de stelling, dat als de kromme de z-as in het punt (a, 0) 
aanraakt de vergelijking na de substitutie y —=0 door 
(x@ — a)? deelbaar wordt), niet zoo maar op de vergelijking 
in irrationalen vorm mogen worden toegepast. 

Een iaatste opmerking geldt hetgeen de heeren Derksen 
en de Laive in hunne -leerboeken der algebra en der 
vlakke driehoeksmeting over het invoeren van oplossingen 
door vermenigvuldiging en over oneindig groote getallen 
vertellen. In hun leerboek der algebra (1:te deel, 44e druk, 
p. 127) wordt gezegd, dat aan de vergelijking 


dig 49 
oJ 7 Ten ĳ +7 
niet voldaan wordt door #=— 7 (hetgeen bij vermenig- 
vuldiging met #—+ 7 als oplossing voor den dag komt), 
daar de substitutie © = — 7 de ongelijkheid 
| 49 ten A0 
oenen 0 


oplevert; iets dergelijks komt voor in hun leerboek der 
vlakke driehoeksmeting, waar op p. 95 beweerd wordt, 
dat aan de vergelijking 
COS DL 

1 — COS X 


sin X 


\ 
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niet voldaan wordt door # == 0 (een oplossing, die voor den 
dag komt door de vergelijking met sinx(l —cosx) te 
vermenigvuldigen), daar de substitutie oplevert 

1 1 

OD 
hetgeen wvalsch genoemd wordt. Dit zou valsch zijn als 
het was See 1 ie waarin ad een van nul verschillend 


getal is. Zoo iets over te dragen op breuken, die een 
noemer nul hebben, terwijl bij de definities en de daaruit 
afgeleide eigenschappen alleen sprake is van breuken met 
eindige noemers, is ten eenenmale ongeoorloofd. Dit blijkt 
ten duidelijkste uit de tegenstrijdigheden, waarop men 
stuit, als men volgens de gewone regels met breuken 
werkt, die een noemer nul hebben. Zoo zou b.v. uit 
À Ge als men a—=0 stelt volgen LN of 
d a Od 

0 =— 1. Als men met symbolen als } zou willen werken, 
dan zou alles van meet af aan gedefinieerd en bewezen 
moeten worden, waarbij dan de definities zoo zouden 
moeten worden ingericht, dat ze tot geen tegenstrijdig- 
heden voeren kunnen; uit het voorgaande blijkt, dat we 
door aan de gewone rekenregels (uit a+ b=a volgt 
b==0, enz.) vast te houden zulk een van tegenstrijdig- 
heden vrij stelsel niet verkrijgen kunnen. 

Toch is het dikwijls voordeelig van } als van een oneindig 
groot getal te spreken, waaronder dan echter niets anders 
te verstaan is dan het volgende: is b een willekeurig 
bestaanbaar getal, dan is het steeds mogelijk een tweede 


1 
getal a zoo te vinden, U is, of korter maar minder 
scherp uitgedrukt: laat men a afnemen en onbepaald tot O0 


naderen, dan wordt ha grooter dan ieder getal. Zegt men 


| GR 
daarom, dat poel a==0 een oneindig groot getal voor- 


stelt, dan denkt men daarbij aan een veranderlijk getal, 
dat grooter wordt dan ieder eindig getal; te meenen, 
dat daarom een oneindig groot getal door & voldoende 
gedefinieerd is, is een dwaling. Wanneer twee oneindig 
groote getallen gelijk zijn b.v. laat zich met behulp 
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van deze definitie niet uitmaken. Het gaat dus niet 

aan te zeggen (D. en d. L. Algebra, 1s'é deel, p. 128): 
49 antr 

lE echter — oneindig groot, dan zal ook ek 5 oneindig 

groot zijn, doch weike oneindig groote waarde men ook 


49 
aan het getallensymbool g moge toekennen, diezelfde 


oneindig groote waarde zal men aan hetzelfde symbool uit 


Dn 5 moeten toekennen, zoodat deze laatste vorm altijd 


5 eenheden meer zal bevatten dan de eerste, en dus nooit 
volkomen gelijk aan dezen zal kunnen zijn.” Dit is alleen 
waar zoolang de noemer niet nul maar een klein getal a 
is; voor a=0 wordt de bewering zinloos. 

Het ongeoorloofde, bewerkingen, die afgeleid zijn voor 
eindige getallen, op oneindige getallen over te dragen, 
blijkt het duidelijkst als men het getalbegrip aan de leer 
der verzamelingen (Mengen) ontleent. Een getal wordt 
dan oorspronkelijk gedefinieerd als naam voor alle ver- 
zamelingen, tusschen wier elementen een wederkeerig 
eenwaardige verwantschap kan worden aangenomen; twee 
verzamelingen, die op deze wijze op elkaar kunnen worden 
afgebeeld, hebben dezelfde machtigheid of definieeren het- 
zelfde getal. Is a de machtigheid van een verzameling en 
ad 1 die der verzameling, die ontstaat door toevoeging 
van een niet in de oorspronkelijke verzameling voorkomend 
element, dan wordt a een eindig getal genoemd als a 
en a + 1 verschillen (dus als beide verzamelingen niet op 
elkaar kunnen worden afgebeeld), terwijl a een oneindig 
getal (transfiniet volgens G. Cantor) genoemd wordt als 
men heeft ad =a +1. 

Dat de heeren D. en d. L. met hun eigen definities en 
eigenschappen in het gedrang komen blijkt uit het volgende. 
Op bldz. 127 wordt als eigenschap opgegeven: „Als men 
beide leden eener vergelijking vermenigvuldigt met een 
vorm, die de onbekende bevat, dan worden er geen wortels 
ingevoerd, indien die vermenigvuldiging beslist noodzakelijk 
is om breuken te verdrijven.” Afgezien van de moeilijk- 
heid uit te maken wanneer een vermenigvuldiging beslist 
noodzakelijk is (in onderstaande verg. b.v. schijnt op het 
eerste gezicht een vermenigvuldiging met z (1 +) (1 + 2x) 
ter verdrijving der breuken noodzakelijk te zijn), is deze 

Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 2 
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bewering in strijd met hun definitie van een oplossing. 
Nemen we nl. eens de vergelijking 


1 1 
RUE) (1 + 2x) hek 
deze gaat na vermenigvuldiging met x (14%) (142 x) over in: 
xv (2x 3)=0, | 


waaruit x==0 als oplossing volgt. Nu levert echter de sub- 
stitutie x= 0: 
ù Ser [ij Ee 1 


zoodat dit volgens de heeren D. en d. L. niet voldoet; 
toch is de vermenigvuldiging noodzakelijk geweest. Zonder 
vermenigvuldiging laat de verg. zich herleiden tot: 


REIGERS Did 
(1E) LES 


waaraan x==0 wel voldoet. 

Geeft de substitutie x=, tot vormen als £ aanleiding, 
dan lijkt mij de doelmatigste en natuurlijkste afspraak 
omtrent het al dan niet voldoen van #=—=x, de vol- 
gende te zijn: 

Geeft de rechtstreeksche substitutie x= xt, tot moeilijk- 
heden aanleiding, dan wordt ® = x, geacht aan de vergelijking 
fw) =0 
te voldoen, als f(x) tot nul nadert, wanneer x tot xv, nadert. 

Ondersteld wordt hierbij, dat f(x) tot dezelfde limiet 
nadert onverschillig of # van den eenen of van den anderen 
kant tot #, nadert. 

Deze afspraak komt dus hier op neer, dat we beginnen 
met de vergelijking op 0 te herleiden, en daarna het eerste 
lid zoo veel mogelijk vereenvoudigen, waarbij dus de breuken 
wel op één noemer gebracht worden, maar toch als breuken 
blijven staan. Ïs zoodoende de verg. f(x) = 0 herleid tot: 

JA 

h (2) 
en maakt z=x, de functie g(x) nul maar h(x) niet, dan 
wordt x=, geacht een oplossing van f(x)=0 te zijn. 
Wordt voor x=, zoowel g(x) als h(x) nul, dan zal men 
dit bij algebraïsche vergelijkingen kunnen ontgaan door 
gemeenschappelijke factoren uit teller en noemer tegen 
elkaar weg te laten, terwijl bij goniometrische verge- 
lijkingen iets dergelijks in de meeste gevallen ook wel 
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op eenvoudige wijze geschieden kan. Het spreekt van zelf, 
dat het om deze handelwijze aan de leerlingen te verklaren 
niet noodig is van functies, zelfs niet van limieten te 
spreken. 

Nemen we als voorbeeld de reeds Bender vergelijking 


1 COS X 
sin © ee ee COS 
en gaan we na of x =0 aan die verg. voldoet. Daartoe 
schrijven we de verg. in den vorm: 


O=f@)= 


Laat men x van den eenen of den anderen kant tot O 
naderen, dan wordt f(x) onbepaald groot en nadert derhalve 
niet tot 0, waaruit blijkt dat # =0 niet als oplossing der 
verg. f(x) =0 te beschouwen is, maar om een andere reden 
dan die, welke de heeren Derksen en de Laive opgeven. 
Als iets gecompliceerder voorbeeld nemen we nog de 
vergelijking : 
1 —cos2x— sin? 2x 
2sinxsin2x— sin? 2x 


COS X 1 __ cos} Er Ssnso 


1 — cos © ‘sinx 2 sin? EvCcostL 


== 80C 2x, 


die we als volgt herleiden 


COS 2x — }sin? 2 x 
dn 1) TEE EN an 


_1cosr 1 _ 2cos*v J 2cos? x— cost —l 


PCOS COS 2 x DCOS 4 GOS DE 
_ (cos — 1) (2 cos* x + 4 COS 4 + 1) 


9 cosx(2ecosx—l) 


De bestaanbare oplossingen (die den teller, maar niet 
den noemer der laatste uitdrukking voor f (@) nul maken) zijn: 


| cosv=l, cOST=—I1HLW2, 
dus: 300 Of vt 104 17 52,5 En 13600, 

Dat «=0 voldoet, blijkt bij substitutie niet onmiddellijk, 
evenmin dat x= 180° niet voldoet. Ik ben nieuwsgierig 


waaraan de heeren Derksen en de Laive het al dan niet 
voldoen daarvan beoordeelen. 
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NASCHRIFT. 


Na het schrijven van dit stukje bleek mij, dat ook door 
den heer J.J. van Laar in zijn Lessen over de lagere 
algehra vreemdsoortig met het symbool oo wordt omge- 
sprongen en rare dingen over het invoeren van wortels 
gezegd worden. Daar wordt (2de deel, p. 115) de verg. 


tgv—sinv=tgavsin 
door deeling door sinx herleid tot pe AE Ie en 
COS X 


daaruit (door vermenigvuldiging met cos) de oplossing 
x= 90° gehaald. En dan lees ik verder tot mijn verbazing : 
„Had men geschreven — ne — 1, dan zou verkregen zijn 
tg (45° —4v)=l1, waaruit alleen de waarde x= 0° volgt. 
Waar is de waarde x= 90° gebleven? Daar tg (45° — 4 x) 

1 
COS” _ COS A 


dan —=0 wordt, zoo blijkt, dat voor x = 90° 


is, en dat derhalve DA en SÉ peide volkomen dezelfde 
COS X COS U 

waarde oo aannemen. Terwijl dus de oorspronkelijke ver- 
gelijking oo— l = oo een ware was, zou door overbrenging 
van termen de vergelijking oo—oo=l een valsche ge- 
worden zijn, d. w.z. hier 0 = 1.’ Wil dit zeggen, dat door 
overbrenging van termen wortels kunnen worden inge- 
voerd of verduisterd? Voor de handelwijze, die volgens 
den heer v. L. gevolgd moet worden, vind ik geen andere 
aanwijzing dan: „Op deze omstandigheid (?) mag vooral 
bij goniometrische vergelijkingen wel gelet worden”, en 
in het 1st® deel op bldz. 209: „men zij dus in dergelijke 
gevallen voorzichtig.” Hoe goed de raad voorzichtig te 
zijn ook is, zonder nadere aanwijzing heeft men er weinig 
houvast aan, en ik geloof, dat de heer v. L., die er zich 
op beroemt alles wat op kunstjes gelijkt te vermijden 
(1ste d, p. 34), daar mooi bezig is het juist oplossen van 
een verg. zonder wortels in te voeren of te verduisteren, 
tot een kunstje te verlagen. 
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Over een constructie van Chasles 


DOOR 


W. MACALESTER-LOUP 


(Hilversum). 


Chasles heeft de volgende constructie gegeven voor de 
hyperbool van Apollonius: gegeven in het platte vlak een 
kegelsnede, een punt (z, 2), en een beweegbare koorderich- 
ting. Laat uit (zg, 9) de loodlijn neer op de koorderichting, 
en zoek het snijpunt met de bij de koorderichting behoo 
rende middellijn. De meetkundige plaats van dat snijpunt 
zal de gezochte hyperbool zijn, die zooals bekend is, door 
de voetpunten gaat van de vier normaleu, welke men uit 
(&‚B) op de kegelsnede kan neerlaten (C. F. Salmon-Fiedler, 
Kegelschnitte [ pag. 350). De vraag doet zich nu voor, wat 
van deze meetkundige plaats zal worden, als van dit pro- 
bleem het analogon gezocht wordt in de ruimte. Het 
vraagstuk moet dan aldus gesteld worden: gegeven een 
tweede graads-oppervlak, een punt P(e8,y) en een 
beweegbare koorderichting 


% 


Pp Z 


(1). 


Oe el 


=|» 


Laat uit (z, 3,7) de loodlijn neer op deze koorderichting, 
en zoek het snijpunt van deze lijn met het bij de koorden- 
richting behoorende middelvlak. Vrage de meetk. plaats van 
dat snijpunt. We zullen dit punt bepalen als snijpunt van 
drie vlakken, te weten: 

[ een vlak door P loodrecht op (1), 
IL een vlak door P en door (1), 

III het bij de koorderichting behoorende middelvlak. 

Ten slotte dienen dan p, q en r geëlimineerd te worden, 

Een vlak door («,@, 7) zal van den vorm zijn: 


BAE tej Bl Brahe ga). 
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De conditie, dat dit vlak loodrecht op (1) staat, is: 


An SN 
PGN 
De vergelijking van het 1° vlak wordt derhalve: 
pee) Hay Dre n)=0. tE 


Het 2de vlak zal door den oorsprong moeten gaan, der- 
halve van den vorm zijn: 


A'x4BydtCz=0. 

De conditie, dat het door (z‚9,7) gaat, is: 
A'at BB HCy=0. 

De conditie, dat het een koorderichting bevat, is: 
AptBgqtCr=0. 


Elimineer uit de laatste drie vergel. A’B'C’, dan wordt 
de vergel. van het 24° vlak: 


Pvy—Bet-glez—van)-r(Br ey) —=0. ... (3). 
_ Laat het 2° graads opp. gegeven zijn in den vorm: 


Het hyperboloidisch geval kunnen we gemakkelijk ver- 
e . JI 
krijgen door 2 te vervangen door: an 


De vergelijking van het 3de vlak zal dan zijn: 
Arban dba ene er …_ (&). 


| De ‘gezochte meetkundige plaats wordt nu verkregen 
door p, gq en 7 te elimineeren uit de vergel. (e), (3) en (4). 
Zij Been te zijn in determinantvorm: 


Op y—B ZY 
% y z 
2 W 2 
yvy —Bz az—yt Brey 


el, 
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voorstellende een 3° graadsoppervlak gaande door den oor- 
sprong O, en het punt P. Maar deze punten zijn merk- 
waardige punten van het oppervlak. Want er blijkt al 
direct uit de determinant, dat de 1° graadsvormen in de 
vergelijking ontbreken. De oorsprong is dus een kegelpunt. 
Maar ook het punt P is een kegelpunt. Want door den 
oorsprong te verplaatsen naar dit punt, door middel van 
de lineaire substitutie : 


pmte yy B zr, 


verkrijgt men een determinant, analoog aan de boven- 
staande, waarin evenzeer de 1° graadstermen ontbreken. 
De termen van den hoogsten graad vindt men uit de 
determinant : 


4 y 2 
gi, 4 y 2 
H3 md A2 A7 TOT === 0 
de c- 


Hs =0 levert den asymptotenkegel. Hierop liggen de 
lijnen, die een oneindig ver punt met het opp. gemeen 
hebben. Daartoe behooren dus de assen van ons assen- 
stelsel. Voor het geval dat de ellipsoïde een omwentelings- 
oppervlak wordt, is er een geheel vlak aan te geven, waarin 
lijnen kunnen worden gevonden, die een oneindig ver punt 
met het oppervlak gemeen hebben, zooals gemakkelijk aan 


1 


NE 
te toonen is, door bijv. TE te stellen. 


We zullen nu bewijzen, dat het 3° graadsoppervlak een 
regelvlak is. Uit de determinant blijkt, dat de lijn PO op 
oppervlak ligt. Brengen we een willekeurig vlak door P 
en O, dan zal de kubische kromme, die in dat vlak gelegen 
is, in Pen O een dubbelpunt moeten hebben. Dit is echter 
onmogelijk, daar de 3° graadskromme slechts één dubbelpunt 
kan bezitten. Zij zal dus moeten ontaarden in de lijn 
OP en een kegelsneden. Elk vlak door de lijn OP bevat 
dus een gedegenereerde kubische kromme. 

Zooals men weet, is het maximum aantal rechten, dat 
op een 3° graadsopp. gelegen is, hetwelk geen regelvlak 
is, 27. We kunnen dan ook dadelijk 28 lijnen aangeven, 
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die er op gelegen zijn. De verg. van een normaal uit P op de 
ellipsoide neergelaten, is: 


A2 (ne) by B) ca (2 


Y) 
% y pi 


Deze lijn ligt geheel op het opp. zooals uit de determi- 
nant te zien is, maar zoo zijn er 6 normalen in aantal. 
Vervolgens zagen we, dat de lijn PO op het oppervlak ligt. 
De doorsnede van het ‘oppervlak met een plat vlak zal zijn 
een 3° graadskromme. Breng nu een vlak door PO en een nor- 
maal, dan zal de kubische kromme in dit vlak gelegen 
moeten ontaarden in deze twee rechten en nog een andere 
rechte lijn. Er zijn: echter 6 dergelijke vlakken aan te 
brengen, dit geeft derhalve 6 nieuwe rechten. Ten slotte 
kan men op 15 verschillende manieren door twee normalen 
een vlak brengen, hetgeen weer 15 rechten verschaft. 
Alzoo 28 verschillende rechten, waaronder-—diegener-die 
doer—een-kegelpunt-gaan, dubbetreehten-van-het-opperviak- 
zullen--zijn. 

Ten slotte zij nog opgemerkt dat de kubische ruimte- 
kromme, die door de voetpunten van de 6 normalen gaat 
door het punt P, en door den oorsprong, die de assen tot 
asymptotenrichtingen heeft en die dus een groote analogie 
vertoont met de hyperbool van Apolonius, geheel op het 
oppervlak gelegen is. 


Het half-gelijkzijdig viervlak 


D*. C. STOLP (Kampen). 


Van de stelling over het geliĳjkzijdig viervlak deelt Dr. 
N. Quint op blz. 100 van den eersten jaargang een meetkundig 
bewijs van Garnett mede, hetwelk deze eigenaardigheid 
heeft, dat door schrapping van den slotzin niet enkel de gevolg- 
trekking maar tevens de onderstelling van de gelijkzijdigheid 
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komt te vervallen. Want bij het bewijs is feitelijk alleen 
gebruik gemaakt van de onderstellingen: drieh. ABD = 
drieh. CBD èn drieh. BAC == drieh. DCA Noemt men nu 
een viervlak ABCD, dat aan deze twee voorwaarden voldoet, 
half-gelijkzijdig, dan kan men ook zeggen, dat Garnett de 
volgende stelling bewezen heeft: In een habf-gelijkz dig 
viervlak zijn de gelüke zijvlakken tevens gelijkvormig. Overi- 
gens spreekt het van zelf, dat uit deze stelling die voor 
het gelijkzijdige viervlak onmiddellijk volgt. 

Het be wijs van Garnett bestaat uit twee deelen. Het 
eerste is het bewijs eerer afzonderlijke stelling, die ik 
gemakshalve „hulpstelling’” zal noemen, omdat ze als z00- 
danig door Garnett is gebruikt: De rechte, die de middens 
(Pen Q) verbindt van de ribben (BD en AC), waar de gelijke 
zijvlakken samenkomen, staat loodrecht op deze ribben 
(blz. 100, reg. 3 en 4 vo. Hieruit volgt, dat elk punt 
van PQ gelijke afstanden heeft tot B en D en ook gelijke 
afstanden tot A en C (op PQ ligt dus ook het middelpunt 
van den omgeschreven bol). Men heeft dan ook AP == CP 
en BQ=DQ. De congruentie van de gelijke driehoeken 
wordt nu gemakkelijk bewezen. Zoo is b.v. drieh. ABD £ 
drieh. CDB wegens de geliĳkheden: BD = DB, AE == CF 
(hoogtelijnen), AP = CP (zwaartelijnen). 

Van de „hulpstelling” volgt hier een bewijs, hetwelk 
van dat van Garnett verschilt. Het is gegrond op de stelling 
uit de projectie-leer, dat twee rechten (in casu de verbin- 
dingslijn der middens van BD en AC en de kortste afstand 
van dezelfde ribben) samenvallen, wanneer haar projecties 
op elk van twee elkaar snijdende vlakken elkaar bedekken ; 
mits de as van projectie niet loodrecht zij op de twee 
rechten. 

Zij P het midden van BD, Q dat van AC (fig. van blz. 
100) en laat RS de rechte voorstellen, die dezelfde ribben 
loodrecht snijdt. Is het projectievlak evenwijdig met RS, 
dan projecteert zich deze rechte toodrecht op de projecties 
van BD en AC. Kiest men vlakken loodrecht op deze 
ribben tot projectievlakken, dan is telkens de projectie 
van het viervlak een driehoek, waarvan de top de projectie 
is van één der genoemde ribben, de basis die van de andere, 
terwijl de naar de basis getrokken hoogte- en zwaartelijn 
de projecties zijn van RS en PQ. Is het projectievlak 
loodrecht op BD, dan zijn de opstaande zijden van den 
driehoek in het projectievlak gelijk aande hoogtelijnen 
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AE en CF (gie fig), welke onderling gelijk zijn volgens de 
onderstelling. Die driehoek is dus gelijkbeenig en de pro- 
jecties van PQ en RS bedekken elkaar. De projectie op 
het vlak AC levert dezelfde uitkomst: derhalve vallen ook 
PQ en RS samen, wat te bewijzen was. 

Opmerking. Bij een paar overstaande ribben BD en AC 
in een viervlak behooren drie lijnen PQ. RS en TU, die 
òf afzonderlijk bestaan òf samenvallen. De derde TU is de 
doorsnede der vlakken, die de standhoeken op BD en AC 
middendoor deelen, Haar projectie op ieder van de aange- 
„nomen projectievlakken deelt den tophoek van den driehoek 
middendoor. In het door ons beschouwde geval zal dus 
PQ die doorsnede zijn. Zij gaat door het middelpunt van 
den ingeschreven bol en tevens door dat van één der aan- 
geschreven bollen. 

De opmerking van Dr. Quint over het eenvoudigste 
bewijs der door hem aangehaalde stelling geldt eveneens 
voor het half-gelijkzijdig viervlak. Laten z,8,7,ò de opper- 
vlakken der tegenover A,‚B,C,D staande zijvlakken voor 
stellen, («, 9) den hoek tusschen de zijvlakken z en B, enz., 
dan vinden wij, door op de zijvlakken « en y de overige 
drie te projecteeren, de vergelijkingen: 

B cos (ge, B) J- à cos (2, 3) H- 7 COS (2, 7) = 2, 
B cos (B, y) + à cos (8, 7) H- 2 COS (z, y) = 7. 

Onderstellen wij nu «=—=y en B —=ò, dan krijgen wij door 

aftrekking van deze vergelijkingen, na deeling door @, 
cos (&‚ B) — cOS (B, 7) + cos (u, à) — cOS (8, 7) == 0. 

Een dergelijke vergelijking zal men vinden door projec- 
teering op B en ò, enz. Gemakkelijker echter leidt men ze 
af uit de laatste vergelijking door « met B en 7 met à te 
verwisselen. Hierdoor gaan (9,7) en (e,ò) in elkaar over, 
terwijl (4,8) en (y,ò) onveranderd blijven. De nieuwe ver- 
gelijking is dus: 

COS (4, B) — COS (&‚ ò) + COS (B, v) — COS (8, 7) == 0. 

Neemt men de halve som en het halve verschil der laatste 

vergelijkingen, dan komt er: 

cos (&‚ B) — cos (À, 7) = 0, cos (g‚ Ì) — cOS (B, 7) = 0, 
di. (zB) = (8,7), (B, 7) =(«,ò) of anders gezegd: standh. op 
DC == standh. op BA, standh. op DA == standh. op BCG 
Hierbij voegende standh. op DB == standh. op BD, zien 
wij onmiddellijk, dat de drievlakkenhoeken, die hun toppen 
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in B en D hebben, congruent zijn. Hieruit wordt verder 
afgeleid / ADB == £:DBO, £ ABD = £ CDR; dûús drieh. 
ABD £ drieh. CDB, enz. 

Uit het voorgaande is voldoende gebleken, dat PQ een 
merkwaardige lijn is. Merken wij nog op, dat het midden 
van PQ het zwaartepunt is van het viervlak, dan hebben wij 
deze stelling: In een half-gelijkzijdig viervlak liggen het 
het zwaartepunt, het middelpunt van den omgeschreven 
bol, dat van den ingeschreven bol en dat van een der 
aangeschreven bollen op één rechte, die de middens verbindt 
van de ribben, waar de gelijke zijvlakken samenkomen. 

Voor het gelijkzijdig viervlak volgt hieruit de bekende 
stelling, dat daar de eerstgenoemde drie punten samenvallen. 


Over twee vraagstukken uit de 
Beschrijvende Meetkunde, 


DOOR — 


F. A. PANNEKOEK 


(Gorinchem). 


Gaan we de beide vraagstukken na door Prof. de Vries 
op bl. 145 van den vorigen jaargang behandeld, dan blijkt, 
dat ze voor het onderwijs aan de Hoogere Burgerschool 
een geheel verschillende plaats innemen. 

Vooraf zij nog het volgende opgemerkt: 

lo. De willekeurige kromme lijnen, waarvan het beloop 
door punten en raaklijnen wordt aangegeven, om een zoo 
zuiver mogelijk geteekende kromme te krijgen, worden 
op de hoogere burgerschool niet behandeld en blijven dus 
buiten beschouwing. 

2o. De schrijver wenscht, dat de affiniteit van vlakke 
figuren behandeld wordt, waar affiene figuren in de con- 
structiefiguuur bij de beschrijvende meetkunde voorkomen. 
Om consequent te zijn zou dan eveneens het meer alge- 
meene geval van verwante figuren kunnen behandeld 
worden, welke b.v. ontstaan bij snijding van een pyramide 
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door een plat vlak. Het komt mij echter voor, dat, zoo 
de behandeling van de projectieve meetkunde in het 
platte vlak bij het middelbaar onderwijs gewenscht wordt, 
dit beter geschiedt bij de vlakke meetkunde dan bij de 
beschrijvende meetkunde. De behandeling kan zoo meer nut 
afwerpen, dan wanneer alleen enkele toepassingen bij de 
beschrijvende meetkunde worden vermeld. Dat de be- 
ginselen der projectieve meetkunde niet moeilijker zijn 
dan de gewone vlakke meetkunde stem ik gaarne toe. 
In hoeverre echter een wijziging in het tegenwoordige 
programma op dit punt wenschelijk is kan hier buiten 
bespreking blijven. Het onderwerp zou misschien een 
plaats kunnen vinden in het programma der 2° middelbare 
school. 

Wat nu de twee vraagstukken betreft, vindt Prof. de 
Vries zijn wenschen ten aanzien van het eerste reeds ten 
volle bevredigd (op het noemen van de affiniteitsas na). 
In de gewone leerboeken op de hoogere burgerschool ge- 
bruikt, wordt van het feit gebruik gemaakt, dat de pro- 
jecties van een lijn vóór en na wenteling om een as, die 
met de lijn in hetzelfde vlak ligt, elkaar in de projectie 
van die as snijden. Dit snijpunt wordt dan opgevat als 
punt van de draaings-as, dat op zijn plaats blijft. Men zie 
b.v. Kors fig. 66, 66% en 72, v. Pesch-Wijdenes fig. 78, /9. 
(Andere leerboeken zullen op dit punt wel niet van de 
genoemde afwijken). Bij doorsneden van prisma’s en pyra- 
miden door platte vlakken wordt nog gebruik gemaakt 
van het feit, dat de sniĳlijnen van twee vlakken met een 
derde een punt gemeen hebben in de sniĳlijn der twee 
eerstgenoemde vlakken; bij prisma’s een affiniteitsas, bij 
pryramides een perspectiefas. (V. Pesch-Wijdenes fig. 126, 
128). 

De draaiingsassen en snijliĳjnen hier zijn lijnen in de 
ruimtefiguur aanwezig, van welke laatste projecties ge- 
teekend worden. 

Door van deze lijnen gebruik te maken bij de construc 
ties, kunnen we steeds van den teerling verlangen, dat hij 
zich een voorstelling maakt van de ruimtefiguur. die bij 
de geteekende projecties behoort. 

In het feit, dat dit bij de tweede soort affiniteitsassen 
niet mogelijk is, ligt mijn bezwaar om hiervan bij het 
onderwijs gebruik te maken. De as is in de ruimte niet 
aanwezig, de snijpunten der projecties zijn door de 
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draaiing van een der projectievlakken snijpunten ge- 
worden, terwijl de projecties elkaar in de ruimte in het 
algemeen in het geheel niet snijden. Laat men den be- 
ginner van deze affiniteitsas gebruik maken, dan gaat voor 
hem het verband tusschen constructiefiguur en ruimte- 
figuur verioren. Dit zal voor den meer gevorderde wel 
geen gevaar opleveren; de beginner echter zal hierdoor 
allicht komen tot machinaal teekenen, en de toch reeds 
bestaande neiging hiertoe mogen we geen voedsel geven, 
door een constructie te laten uitvoeren, die alleen in de 
vlakke constructie figuur bestaat. 

De mogelijkheid, dat door het weglaten van een controle- 
middel, als de laatstgenoemde affiniteitsas, de nauwkeurig: 
heid van het resultaat der constructie verminderd wordt, 
weegt m. 1. minder zwaar dan het genoemde bezwaar. 


Uit buitenlandsche tijdschriften. 


1. Men vlak te bepalen, waarop de orthogonale projectie van 
een ellipsoïde een cirkel is. 

Meetkundige oplossing. Beschouwen we een ellipsoïde 
met de assen 24, 2b en 2c, welke ellipsoïde in een om- 
wentelings-cilinder beschreven is; veronderstellen we 
verder ‘dat 2a’ en 2b’ de assen zijn van de ellips volgens 
welke de cilinder de ellipsoïde omhult, en 2c’ de lengte 
van de middellijn evenwijdig met de beschrijvende lijnen 
van den cilinder. Daar de lijn 2b’ loodrecht staat op a, 
en op c‚ is zij een as van de ellipsoïde; veronderstel 
De 0: Als dehoek tusschena en € is, heeft men b'=b; 
ac sing==ac, en a’sinf=b; dit laatste omdat de cilinder 


en RO 
een omwentelings-cilinder is. Dus c nd b moet tus- 


schen a en c liggen. Het gevraagde vlak moet nu lood- 
recht op c/ staan; er voldoen dus twee richtingen van 
vlakken. 

(Uit Mathesis, 1885.) C. A. Cikor. 


2, Het metrieke stelsel in Angelsaksische landen. 
Het metrieke stelsel maakt in Engeland vorderingen 
dank zij vooral de propaganda van de Decimal Association, 
waarvan Lord Kelvin onder-voorzitter is. Reeds hebben 
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een driehonderd parlementsleden hun steun toegezegd als 
voorgesteld mocht worden voor maten en gewichten het 
metrieke, en voor munten het decimale stelsel in te voeren. 

Een dergelijk wetsontwerp is reeds bij Zhe House of 
Representatives der Vereenigde Staten aanhangig gemaakt 
door Littauer. In den staatsdienst zal dan, wordt het 
voorstel tot wet verheven, uitsluitend het metrieke stelsel 
gebezigd mogen worden. 

Ook in Canada bemerkt men dat het niet langer gaat 
met een systeem, dat in het internationaal verkeer on- 
bruikbaar is en dat op de lagere school zooveel tijd eischt, 
welke niet tot ontwikkeling der jeugd besteed wordt. Een 
hoogleeraar der Universiteit van Toronto heeft een jaar 
verlof gekregen om van Halifax tot Vancouver in de 
scholen voordrachten te houden over het metrieke stelsel, 
natuurlijk tot nut zoowel van het te onderwijzen als 
van het onderwijzend personeel. | 

Telkens trouwens is aan kleinigheden te bemerken, dat 
op dit gebied de denkbeelden voortschrijden. 

Zoo bepaalde onlangs het postbestuur dat de brieven 
naar het buitenland van 15 Gr. gewicht met 24 d. gefran- 
keerd mochten worden. 

Dit is ook voor hen, die buitenlandsche relaties hebben 
een klein voordeel, duar tot dusver het maximum gewicht 
Joz. =14,17 Gr. was. 


Q. 

3. Het product van drie op elkander volgende geheele ge- 
tallen kan geen vierkant zijn. 

Daar (n—1I)n(n +1) =(n?—1)n moeten de beide fac- 
toren van dit laatste product vierkanten zijn, daar zij 
relatief priem zullen wezen. Dus “2 — 1 =a? en n= b?, 
of 1 =bt—a?=(b*— a) (b2 + a), waaraan alleen voldaan 
worden kan door a=0, b=1l of n=l. De getallen zouden 
dus alleen kunnen zijn 0, 1,2. 


Q. Rousseau. Bull. de Sc. math. et phys, 1906. Question 1746, 
4, In welke rekenkundige reeks bestaat er een constante 


verhouding tusschen de som der eerste 2 termen en der kx 
volgende voor elke waarde van xv? 


Zij de verhouding me, dan moet 
Zat (2—ljv B zi 
[atas arrt (kar DaulkA wint 
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a Ba —0)(l — km) 
_v[km(k +2) — 1] 
Wil dit juist zijn voor elke waarde van xv, dan moet 
men hebben: 


v=0 en 1-km=0 en isde reeks a, a, a, .. . met m =r 
of 
2a—-v=0 en km(k+2)—1l=0 en is de reeks 
d,3a4,5d,... met m=,-— Len 
Te k(k + 2) 
Q. Rousseau. Bull. de Sc, math. et phys. 1906, Question 1745, 


5. Eigenschap van de Wallace lyjn. 


Als AP, AQ, AR loodlijnen zijn wit het hoekpunt A van 
den koordenvierhoek ABCD op BC, CD, DB neergelaten, dan 
is BO/AP + CD/AQ = BD/AR. 

Daar P,Q,R collineair zijn heeft men onmiddellijk 

BR/RA = CQ/AQ, 
RD/RA = CP/AP, 
BP/AP = DQ/AQ, dus 
BD/RA — BP/AP = CD/AQ + PC/AP, 
waaruit de stelling volgt. 
Q. Whitworth. Repr. Educ. Times, 1906, LX. 15495. 


6. Een parabool te construeeren als de topraaklijn, een 
punt P en diens poollijn gegeven zijn. 


De loodlijn uit P op de topraaklijn snijde de poollijn in 
R, dan is het midden M van PQ een punt der parabool. 
Een lĳn door M evenwijdig met PQ is een raaklijn der 
kromme; het punt waar deze lijn de topraaklijn snijdt 
ligt in het midden tusschen M en haar snijpunt A met 
de as. Deze laatste is dus te construeeren en wordt in 
het brandpunt gesneden door de middellijn van AM. 


Q. Droz Farny. Bull. de Sc. math. et phys. 1906. Question 858. 
7. De stelling van Schwarz over de grootte van een 
gebogen oppervlak. 


Reeds een paar maal is in dit tijdschrift (bl. 120, ook 
bl. 185, 2en jaargang) op -het beroemde voorbeeld van 
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Schwarz gewezen waarmede het onhoudbare van een 
schijnbaar voor de hand liggende bepaling van Serret 
aangetoond werd. Nu ook in onze leerboeken nog steeds 
dezelfde fout. gemaakt wordt, voldoen wij aan een ver- 
zoek om het bewijs van Schwarz in extenso mede te 
deelen. Het bevindt zich behalve in Hermite's Cours, in 
Schwarz, Ges. Math, Abh. IL, bl. 809. 


De vergelijkingen 


L == COS U, OSU, 
y= r sin u, On 
Ee 


stellen de punten voor van een cilindervlak, welks grootte 
AT NIS: 

Hierin kan een veelvlak beschreven worden Ae 4 mn 
driehoekige zijvlakken en wel zoodanig, dat 

lo. de toppen gegeven zijn door 


a Sp 


UE u==0, 12e Sen 
ARE gE DAN RE 3 
n 
nu Ge NEON 
m 
EN, „=0 152, ver Rees 


2o. alle zijvlakken zijn congruente, gelijkbeenige AA. 
3o. de hases dezer AA liggen in de vlakken z# == ven 


zi Id 
og. 


E 5 7 
Daar de basis van elken driehoek =2r sin en de 


DEPT R Op | 


oppervlak S’ gegeven door 


, DA 
tmnrsinZ )/ 4r*sint Z 5 HA 
2 m +) 


Zij nu a een geheel. getal, dan is voor 
FORNO Ne OE LTS A 
et 2 en / 
5 Es zE == £ 22 2 2 
DON BIM on mW, imS'=2rr Wart? 4 IN? 
wat dus afhankelijk is van a. 
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je E OGEN 7 
DOM eN 0 DS 1 M* SIN sin —, 
m 2m 


wat geen limiet heeft. 


8. Kenmerken van deelbaarheid door 81 en door 121. 

a). Het getal, dat deelbaar moet zijn door 9, geve bij 
deeling door 9 tot quotient q,; hierbij worde opgeteld 
] maal het cijfer der tientallen, 2 maal dat der honderd- 
tallen, enz. Zoo nu de aldus verkregen som een 9-voud is, 
zal het oorspronkelijke getal een 81-voud zijn. 

b). Het getal, dat deelbaar moet zijn door 11, geve bij 
deeling door 11 tot quotient g,; hierbij worde opgeteld 
1 maal het cijfer der tientallen; — 2 maal dat der honderd- 
tallen, enz. Zoo nu de aldus verkregen som een 11-voud is, 
zal het oorspronkelijk getal een 121-voud zijn. 

Ook de resten, die men verkrijgen zal, als men een 
willekeurig getal door 81 of 121 deelt zijn op overeen- 
komstige wijze eenvoudig te bepalen. 

Q. Renan, Intermédiaire 1905. Question 2949. 


9. Het product der reeksen 13 + 23 4... n}, 

15 +25 L,...-n? door een enkele reeks voor te stellen, 

Daar 18-28 ,,.. H-n8= tn? (nd 1)?, 

184 28 L.. nt =indn + UP (An? + An — 1), 
zoo is dus de som 5, van ” termen der nieuwe reeks 
On = ae nt(n + IE(2n? + 2n +1). 

De nie term der gevraagde reeks zal gegeven zijn 
door S,— Sn -—1 =ihn?(bntd-8n?—l1) en wordt dus de 
gevraagde reeks 

1 + 296 + 9639 +... dyn (bntd En? —1). 
Q. Orchard. Repr. Educ. Times LX, 1906. Question 15758, 


10. In een parallelogram ABCD trekt men door A een lijn, 
die CB in M en CD in M' snĳjdt; verder door C een lijn, 
die AB in N en AD in N’ snijdt. MN en M'N’ zullen even- 

Als AM en CN elkander in I snijden, dan is 

META LG EN! en 
LA IM See Neel Die dus 
EMO ME ENEN il 
Martin. Bull. de Sc. math. et phys. 1906. 
Q. Question 1701, 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 3 
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11. Uit O zijn drie lijnen OA, OB en OC getrokken die met 
elkander hoeken van 120° vormen. Zoo OA =a, OB =b, 
OC =e zij, dan is a Hb He steeds grooter dan twee zijden 
van A ABC. 

Men heeft AB2—= a? + b2 — 2 ab cos 120 

ard b2Hab=(a db? 3 b2, dus 
AB-<ad-4b, zoo ook 
BC <e + 4b, dus 
AB + BC <a 4b4-c. 
Martin. Bull. de Sc. math. et phys. 1906. 
Q. Question 1709. 


12, Als in den zeshoek ABCA'B'C’ de diagonalen AA’, BB, 
CC’, die ongelijk van lengte zijn, elkander midden door deelen, 
dan gaan de 4 cirkels AB'C', A'BC’, A/B'C en ABC door eén 
punt. Hetzelfde geldt voor de cirkels A'BC, AB'C, ABC en A'B'C' 


In den zeshoek zullen de sommen der niet opeen- 
volgende hoeken te zamen 360° zijn. De cirkels ABC’ en 
A’BC’ zullen elkander behalve in C’ ook nog in een tweede 
punt N snijden. Nu is {B'NC'= 180° — Aen / C/NA’= 180°— B, 
dus £ BNA’ == 360° — (A + B) = C, dus gaat cirkel A’B'C 
door N. Verder is (1) £ ANB == L ABG (2) LAN 
LACB'= L A’CB, daar de AA A’BC en AB’C congruent 
zijn. Zoo ook nog (3) L BNA’== / BCA’ == L B'CA,. Neemt 
men nu (1) — (2) —(3), dan is / ANB== / ACB, dus gaat 
cirkel ABC ook door N. Enz. 


Pampuch. Zeitschr für math. und natwrw. Unterricht, 
Q. 1906. Aufgabe 64. 


13. Eigenschap van den negenpuntscirkel. 


Zij P een punt van den negenpuntscirkel van A ABC; 
zijn verder 4 het zwaartepunt, M het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel, M’ het middelpunt van den negen- 
puntscirkel. Men heeft dan PA? + PB? + PC? = 
F(a2 + b2 HC) H8PZ2. PZ berekenend uit A PMM’ vindt 
men PA? + PB? + PC? + (R2 — MP?) == 4 (a? + b2 + 2), 
zoodat dus voor elk punt van den 9-p.e. de som der kwa: 
draten der afstanden tot de hoekpunten des driehoeks, 
verminderd met zijn macht ten opzichte van den omge- 
schreven cirkel constant is. 


Q. De Puydt, Mathesis 1906. Question 1517. 
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14. Herleiding van den wortelvorm Wa +1”, waarin a en 
b meetbaar zijn. (S. Composto.) 

Iedereen weet, dat deze vorm herleid kan worden tot 
de som der wortels van twee meetbare getallen, indien 
a2—b een volkomen vierkant is. Minder bekend is wel- 
licht, dat die vorm gelijk is aan de som der vierdemachts- 
wortels van twee meetbare getallen, indien b(b— a?) een 
volkomen vierkant is. 

Men vindt namelijk 


Waarve= 


4 4 
=I/ Abate) W 2b 22 ba) 
4 Ei 4 


Evenzoo is dus Wya” te herleiden, indien b(b — a) 
een volkomen vierkant is. 


Periodico di mat. a° XXI, fasc. VI (Mei— Juni 1906). 
Dr. J. Srern. 


15. Over de grondformuies van de theorie der goniometrische 
functies. (G. Calvitti.) 

Wil men de theorie der goniometrische functies opbou- 
wen op den grondslag der coördinaten-leer, dan neme men 
tot uitgangspunt de formule: 

P=(& — %9)* + (41 — 42) 
waarin / de lengte der lijn is, die de punten (x,, 4), (%5, 9) 
verbindt. 

Neem nu een cirkel met den oorsprong tot middelpunt 
en de eenheid tot straal; trek daarin 2 gelijke koorden 
M N en M,‚ N,. De coördinaten van M, N, M,, N, zijn 
achtereenvolgens: 

M ==(cosm; sin m), N ==(cos”; sin »), 
M, == [eos (m + 8); sin (ms), N; =leos (ns); sin (nJ-s)], 
waarin m, n, s willekeurige reëele getallen voorstellen. 

Uit de gelijkheid der koorden volgt: 

(cos m — COS NI? + (sin Mm — sin NI? —= 
== [COS (M + 8) — COS (N + 9}? + [sin (Mm + Ss) — sin (Mm + 5)}?, 
of 
cos m cos n +- sin m sin n —= 


COS (M —- 8) COS (Nn + 8) + Sin (Mm + 5) Sin (n + 5). 
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Hieruit worden door eenvoudige substituties verschillende 
goniometrische formules afgeleid. 


Dr. J. Srern. Period. di mat. a° XXI, fasc. VI. 
16. Over het aantal getallenparen, dat twee gegeven getallen 
men m' resp. tot. G, G. D. en K. G. V. heeft, (M, Ghini) 


Zijn x en y twee getallen, die aan ’t gevraagde voldoen, 
dan is 


% in —= mm. 
Stelt men nog ==, En dan zijn £ en » geheel en 
onderling RATED en 
| En == Le — q (geheel). 


Derhalve komt het ven neer op ’t zoeken der 
paren onderling ondeelbare getallen & en 1, wier product 
gelijk is aan het quotient q der gegeven getallen men m’. 


Zij dm Pesten waarin de p's de n ondeelbare 


factoren van q zijn; men vindt dan voor ’t gezochte aantal: 
+11 arie rn rde en, es 
Dre iS TEN Periodicu di mat. XXI fasc. IV. 


17. Die Behandlung der Zykloïde in einem angepassten 
Koördinatensystem. in 

Dr. Th. Adrian bespreekt in Unterrichtsblätter für Math. 
u. Naturwissenschaften No. 1, 1906, Jg. XII de eycloïde 
als omhullende van hare raaklijnen. In de vergelijking 
van de raaklijn aan een kromme lijn: y =xvtga tb kan 
men b en « als veranderlijken beschouwen; voor elke 
kromme lijn bestaat er dan een bepaalde betrekking tus- 
schen b en z. In plaats van b kan men ook het segment a 
invoeren, dat door de raaklijn wordt afgesneden van de 
x-as; bij de cycloïde is er een eenvoudig verband tus- 
schen a en a. 

Als de raaklijn in een willekeurig punt een stuk x af: 
snijdt van de topraaklijn, gemeten van af den top, en een 
hoek « maakt met de topraaklijn, dan is x evenlang als 
de. boog, waarop « staat, dus: ” == 27 g. 

Dit is dus te beschouwen als vergelijking van de cycloïde. 

Voor g=0 is x=0; bij toenemende a neemt x toe, 
zoodat de kromme de bolle zijde naar de vaste as (top- 


87 


Ä 


raaklijn) keert. Voor a=l is x=zmr; de lengte van 


Do 


de raaklijn (2rsine) is dán 2r. Enz. 

De kwadratuur der kromme is te verrichten door twee 
opeenvolgende raaklijnen (ev, ©) en (u +-da, xd) te 
beschouwen. Deze sluiten met de vaste as een driehoek 


in met een zijde 2rsinz, en een hoek da. Het oppervlak 
is dus 27?sinede, en door integratie vindt men het 
oppervlak, ingesloten door de kromme, de topraaklijn en 
de raaklijnen in de keerpunton. | 

De kromtestraal wordt op de gewone wijze afgeleid. 

De straal van den rollenden cirkel, die door het beschrij- 
vende punt gaat, omhult een ecycloïde, want met de lijn, 
die door het middelpunt wordt doorloopen, maakt die straal 


een hoek Za terwijl ze van die lijn een stuk 
L=@rud-e afsnijdt, gerekend van een of ander punt 
ervan. Door een juiste keuze van dit laatste punt kan men 


t=r(Ze— 5) verkrijgen, wat de vergelijking eener cycloïde 


is, met afmetingen half zoo groot als de oorspronkelijke. 

Gaat men van de kleine cycloïde uit, dan vindt men: 

Wanneer men op de raaklijn in een punt W, die de 
topraaklijn in C snijdt, van af C een stuk afzet gelijk aan 
de middellijn van den rollenden cirkel, dan beschrijft het 
eindpunt een cycloide met dubbele afmetingen van den 
eerste. De raaklijn is daarbij verlengd met een stuk gelijk 
‚aan de helft van den boog tusschen W en het naastbij 
„gelegen keerpunt. 
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Uit een punt van de groote cycloïde kan men gemak- 
kelijk een raaklijn trekken aan de kleinere. 

Voor de parabool geldt de vergelijking #—=a tg eg, als de 
topraaklijn als vaste as, en de top als oorsprong genomen 
wordt. 

De vergelijkingen x=asin«, en x =acoszx geven twee 
krommen, waarvan de een de evoluut is van de andere. 

In ’t algemeen is het coördinatenstelsel zeer geschikt 
voor het bepalen van evoluten, bijv. voor het onderzoeken 
van caustische lijnen. 


FJ MARS 


Boekbespreking. 


Graphostatica, door F.J. Vaes. Eerste gedeelte: Samen- 
stellen en ontbinden van krachten. Tweede gedeelte: Zwaarte- 
punten. (Deventer, A. E. Kluwer.) 

Zooals de analytische meetkunde verband brengt tus- 
schen analyse en meetkunde (en dat tot beider voordeel), 
zoo brengt de Graphostatica verband tusschen mechanica 
en meetkunde; m.i. moeten ook deze vakken beide door 
toenadering winnen. 

De graphostatische oplossing van vraagstukken uit de 
mechanica heeft dit voor bij de algebraïsche, dat ze meer 
tot het oog spreekt, meer concreet is (ten minste als de 
oplossing niet te gekunsteld wordt). Als het andere lee- 
raren in werktuigkunde aan burgeravondscholen als mij 
gaat, dan draagt een rekenkundige behandeling van dat 
vak aan genoemde scholen al heel weinig vrucht, reden 
waarom ik me voorstel het een volgenden cursus eens 
meer meetkundig te probeeren, aan de hand van boven: 
staande boekjes. Deze zijn de eerste twee van een vijftal, 
die de heer Vaes wil uitgeven over Graphostatica (de 
volgende zullen handelen over: Vastheidsleer; Wrijving; 
Traagheidsmomenten). Om deze boekjes te kunnen lezen 
is geen diepgaande kennis van wis- of werktuigkunde 
noodig. De schrijver geeft nog al eens oorspronkelijke 
zaken; overal erkent men het werk van den ingenieur. 

Een kleine dosis graphostatica lijkt me ook voor de 
hoogere burgerscholen gepast; trouwens, reeds jaren be- 
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handel ik met mijne leerlingen het krachten-polygoon, en 
ook anderen doen dit. 

Die docenten in mechanica, die weinig of niet met 
graphostatica bekend zijn (en daartoe hooren allicht zij 
die geen technische opleiding genoten hebben) vinden in 
de hier bedoelde boekjes een geschikte inleiding tot dat vak. 

OA GTEOT: 


Vraagstukken. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 Maart 1907. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing een afzonderlijk vel papier te nemen.) 


181. Bij twee willekeurig gegeven ellipsen kan men 
altijd twee richtingen bepalen evenwijdig aan een stel 
toegevoegde middellijnen van elk der beide ellipsen. Door 
de snijpunten der beide ellipsen kan een derde ellips ge- 
bracht worden, waarvan de gelijke toegevoegde middel- 
lijnen evenwijdig aan deze richtingen zijn. 

(Dit vraagstuk wordt opgelost in „Korteweg — Wijthoff, 
Oplossingen van vraagstukken uit de Anal. Meetkunde.” 
Van het eerste gedeelte wordt eene analytische oplossing 
gegeven, en een meetkundige; bij deze laatste worden de 
ellipsen zóó geprojecteerd, dat één in een cirkel overgaat; 
men vraagt voor dit gedeelte een ander meetkundig bewijs. 
Van het tweede gedeelte wordt eene analytische oplos- 
sing gegeven; men vraagt hiervan een meetkundig bewijs 
voor het geval, dat de twee ellipsen vier reëele snij- 
punten hebben.) C. A. Cikor. 


132. Van een ellips zijn gegeven: twee onderling lood- 
rechte lijnen, waarlangs de assen moeten vallen, en een 
punt; men vraagt de kleinste ellips te construeeren met 
deze gegevens. C. A. Crkor. 


133. Van eene ellipsoïde zijn gegeven: drie onderling 
loodrechte lijnen waarlangs de assen moeten vallen, en 
een punt; men vraagt de kleinste ellipsoïde te constru- 
eeren, die aan deze gegevens voldoet C. A. Crkor. 
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134. Men trekt door een der snijpunten T van twee 
snijdende cirkels snijlijnen, die den eenen cirkel in A en 
den anderen in B snijden, en zet daarop TU —= AB (met 
inachtneming der richting) af. Gevraagd de meetkundige 
plaats van U te bepalen. J. v. d. GRIEND Jr. 


185. In een driehoek is de som der zwaartelijnen grooter 
dan de som van elke twee zijden van den driehoek, en 
grooter dan 3} van den omtrek van den driehoek. De som 
van elke twee zwaartelijnen is kleiner dan 4 van den 
omtrek van den driehoek. J. v. d. GRIEND Jr. 


156. In een koordenvierhoek ABCD, waarin AC de mid- 
dellijn is, staat de rechte EF, die de snijpunten van de 
verlengden der overstaande zijden verbindt, loodrecht op 
AC, terwijl de projecties van BE en DF op BD gelijk zijn. 

J. V‚‚d, GRENDEE 


137. Een cirkel te beschrijven, die door een gegeven 
punt gaat, een gegeven cirkel rechthoekig, en een anderen 
gegeven cirkel in diametrale punten snijdt. 

J. v. d‚ GRIEND Jr. 


138. Een cirkel te beschrijven, die een gegeven cirkel 
rechthoekig snijdt, een gegeven rechte raakt, en waarvan 
het middelpunt op een gegeven rechte ligt. 

J. v. d. GRIENDSUTS 


139. In A ABC wordt zijde c door de bissectrice CD 
verdeeld in stukken p en q. De loodlijn in D op CD ge- 
trokken snijdt van elk der zijden a en b een stuk v af. 
Te bewijzen, dat 

4 abpq = c? v?, 
en deze formule toe te passen bij de constructie van een 
driehoek, waarvan gegeven zijn: d. de basis, de tophoek, 
en de (binnen- of buiten-) bissectrice van den tophoek; 
b. de tophoek, de (binnen- of buiten-) bissectrice daarvan, 
en de som der opstaande zijden. 

Ook gevraagd eenige constructie-opgaven samen te stellen, 
waarbij gebruik kan worden gemaakt van de formule in 
den gegeven vorm, of in de gedaante 


2 bp —= 2 aq = CV, 
| F. J. Vass. 
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140. Twee willekeurige punten van eenzelfden cirkel 
zijn elk voor zich oorsprong van een limacon van Pascal, 
waarvan de cirkel richtlijn is. De beide limacons zijn 
congruent. Gevraagd de meetkundige plaats van de middens 
der lijnen, die telkens twee overeenstemmende punten 
verbinden. Met overstemmende punten worden punten 
bedoeld, die gelegen zijn op twee voerstralen, welke door 
eenzelfde punt van den cirkel gaan. EF. J. VArS. 


141. Gegeven zijn twee onderling loodrechte assen, en 
op een daarvan een vast punt. Een lijn van constante 
lengte glijdt met haar uiteinden op OX en OY; aan die 
lijn is een tweede lijn vast verbonden onder een rechten 
hoek. Gevraagd de beide laatste lijnen te teekenen in den 
stand, waarbij de tweede lijn door het vaste punt gaat. 

Eid. VARS, 


142, Gegeven zijnde een conchoïide van Nicomedes en 
een cirkel, die door het vaste punt gaat en zijn middel- 
punt heeft op de as van symmetrie van de kromme; 
wordt gevraagd de snijpunten te construeeren. 

E.J. VAES. 


143. Bewijs, dat de stelling van vraagstuk 69, bladz. 280, 
1®® jaargang, ook waar is voor een willekeurig punt in de 
ruimte. H. G, A. VERKAART. 


144. Bewijs, dat de zesterm 
Tar RD Dat St nm 442 + À de 
eine leken — (Me fL) Def 
voor alle geheele positieve waarden van „ deelbaar is 
door (x — 1)f. BCe A VERKAART 


145. Bepaal den „den term en de grenzen van de con- 
vergentie van de wederkeerende reeks, die ontstaat bij 
de ontwikkeling der breuk 


Ì 
(A 1E) 
(v. Breen, K! , bladz. 8, n°. 28.) P. WIJDENES. 
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Vraag en Antwoord. 


Vraag 1. In v. Geer’s Leerboek der Anal. Meetk., deel I, 
blz. 44, form. 6 lees ik voor de vergelijking der raaklijn 
uit P(x,y;) aan den cirkel, waarvan P (ab) ’t middelpunt 
is: yY—b == die (x —a). Hieraan wordt niet voldaan 

1 
door #=x en y==y,. Ware ’t daarom niet meer wen- 
schelijk geweest voor de vergelijking van den straal te 


nn 


schrijven y — 4 => — : (2 — %j), waaruit dan volgt voor 
de vergelijking der BAER, 


je 
A Jas 


Maros (bij Makassar). J. GOUWENTAK. 


a 
7 — 2)? 


Antwoord. Uw opmerking is juist. Formule (6) geeft een 
lijn door het middelpunt; vermoedelijk is de onjuistheid 
den schrijver bij de correctie ontgaan. 

Uw laatste formule staat op bl. 71 van v. G. 


Eerste antwoord op vraag 11 (tweeden jaargang bl. 252). 
Stel het getal is 


bj ADELT LON 
Dan is volgens genoemde vraag: 
LORE VLOR la 10 
EOD: 
LORO 


Nu is echter x geheel en /, willekeurig, dus moet 10 


deelbaar door 19 zijn hetgeen voor de waarde k=17 het 
geval is, algemeener indien k + 2 een 19-voud is (volgens 
de stelling van Fermat is a?! — 1 deelbaar door p mits a 
niet deelbaar is door p). 
… 108 —1 

Nu is nnen 52631578947368421. 

l, kan dus zijn 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (1 voldoet niet). 

Indien men grootere getallen zoekt, heeft men op te 
letten, dat niet alle k’s, die aan k + 2=19-vvud voldoen, 


óf, 1,10% 
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hos 
kJ 2 
zoodanig moet zijn, dat het met /, vermenigvuldigd een 
getal levert, dat op /, uit gaat. 
Indien men de vraag varieert door te eischen, dat het 
getal een 3,...n-voud van het oorspronkelijke getal is 
blijft de oplossings wijze dezelfde. 


een antwoord leveren, daar het laatste cijfer van 


EER oan € 


Derde antwoord. 

Het is niet moeilijk een getal te schrijven, dat aan de 
voorwaarde voldoet. Neemt men het cijfer der eenheden 1, 
dan verkrijgt men dadelijk als cijfer der tientallen 2 X 1, 
dus 2; als cijfer der honderdtallen 2 X 2, dus 4; als cijfer 
der duizendtallen 24, dus 8, enz, en heeft daardoor 
reeds: 


Het volgend cijfer is niet 2, maar 8, dourdien 2 X 8 = 16; 
daarop volgt 7 enz. en men vindt 


EREN 052681578947 8368421, 


waarbij de cursieve cijfers één meer zijn dan het dubbele 
van de voorgaande (slechts de 
het cijfer der eenheden van ien OI 
het dubbele wordt gere- 
kend). zn 

Opgemerkt kan worden, 
dat de cursieve ciĳters 
steeds volgen op een cijfer, 
dat kleiner is dan het daar. 4 
aanvoorafgaande; gemak- 
kelijk is te zien, dat dit 
zoo moet zijn. | 

Na de nul komen de 
cijfers weder in dezelfde 
volgorde terug; het ligt 
daarom voor de hand ze te rangschikken in een cirkel- 
omtrek. 

Men kan nu het cijfer der eenheden willekeurig kiezen, 
doch het verkregen getal zal slechts dán kunnen voldoen 
als het cijfer der tientallen even is. Daarom mag het 
getal slechts begonnen worden met een der cursief aan- 
gegeven cijfers; dit moeten de cijfers 1 tot en met 9 zijn, 


Srl 


ha 


AT MK 


44 


zoodat deze in elk geval zullen zijn vertegenwoordigd. Nu 
zullen echter de 
TASSEN REL 
moeten worden voorafgegaan door 
Or UO IRE 
welke niet als begincijfer kunnen dienst doen. 
Aan deze cijfers moeten voorafgaan 


DEED OMO RCN 
en hieraan 
2, /, 3, & en 3 


waarvan de cursieve ook niet kunnen optreden als cijfer 
der eenheden, omdat ze gevolgd worden door een oneven 
cijfer der tientallen. Bijgevolg komen behalve 1, 2,....9, 
die als begincijfer kunnen dienst doen, ook nog 0, 1,2...8 
voor, die niet als zoodanig kunnen gebruikt worden. In 
totaal zijn dus 18 cijfers aanwezig; grooter aantal is niet 
mogelijk omdat elk cijfer gevolgd kan worden door een 
even of oneven cijfer, en dus ten hoogste tweemaal kan 
voorkomen. 

Opmerking. Tegenover elkander staande cijfers in den 
cirkel zijn steeds samen 9. FE. JVE 


Tweede antwoord. De cijfers van het getal 
210626815789473684, 


dat door voorplaatsing van het laatste cijfer met 2 ver- 
menigvuldigd wordt, zijn in twee soorten te onderscheiden. 
Bij het vormen van het getal heeft men nl. bij het op- 
schrijven van sommige cijfers niets, bij het opschrijven 
van andere cijfers 1 te onthouden. De cijfers van eerstge- 
noemde soort hebben we gecursiveerd. Een bepaald cijfer, 
b.v. 3, kan nu in het getal hoogstens 2-maal voorkomen, 
als cijfer van de eerste en als cijfer van de tweede soort; 
alleen de OQ kan uit den aard der zaak slechts als cijfer 
van de 2de soort, de 9 slechts als cijfer van de 1ste soort 
voorkomen, daar anders op die O0 of 9 niets dan nullen 
resp. negens zouden volgen. 

Het is duidelijk, dat men uit het bovenstaande getal 
een ander met dezelfde eigenschap vindt door de cijfers 
eyclisch te verwisselen, mits men als laatste cijfer een 
der cijfers van de eerste soort neemt. Daar nu in het 
oorspronkelijke getal alle cijfers 1,2,...,9 als cijfer van 
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de 1Ste soort voorkomen, ontstaan alle getallen met de 
genoemde eigenschap uit het eerste door cyclische cijfer- 
verwisseling, zoodat al die getallen uit hetzelfde aantal 
cijfers bestaan. Verder blijkt, dat alle cijfers 0, 1,2,...,8 
als cĳĳfer van de tweede soort voorkomen, zoodat het 
totale aantal cijfers 18 wordt. 

Uit een getal met de genoemde eigenschap volgt een 
ander met dezelfde eigenschap door vermenigvuldiging met 
een der getallen 2,3,...,9, mits men bij het opschrijven 
van het laatste cijfer van het product niets te onthouden 
heeft, daar dit cijfer anders niet van de eerste soort wordt. 
Hieruit volgt, dat alleen uit het op een 1 eindigende getal 


052681578947868421 


alle andere door vermenigvuldiging zijn af te leiden; daar- 
uit volgt echter nog niet, dat al die getallen uit hetzelfde 
aantal cijfers bestaan, zooals blijkt uit de beschouwing 
der getallen, die door voorplaatsing van het laatste cijfer 
met 5 vermenigvuldigd worden (zie later). 

Zoeken we nu eens getallen, die door voorplaatsing van 
het laatste cijfer met 83 vermenigvuldigd worden. Dan 
kan een bepaald cijfer als cijfer van de 1ste, 2de of 3de 
soort voorkomen, al naar gelang bij het opschrijven van 
dat cijfer O0, 1 of 2 te onthouden was; echter kan weer de 0 
niet als cijfer van de 1e soort, de 9 niet als cijfer van 
de 8de soort voorkomen. Bij het opschrijven van een dier 
getallen, b.v. 


03448275862068965517/24187981, 


waarbij weer de cijfers van de eerste soort gecursiveerd 
zijn, blijkt, dat alle cĳfers 1,2,...,9 als cijfer van de 
eerste soort voorkomen, en dat dus alle andere getallen 
met dezelfde eigenschap uit dit eene door eyclische cijfer- 
verschuiving gevonden worden, waarbij een der gecursi- 
veerde cijfers achteraan moet komen. Van al die getallen 
bedraagt het aantal cijfers 28. Het neergeschreven getal 
is het eenige, waaruit alle andere door vermenigvuldiging 
met 2,8,...,9 voortvloeien. 

De getallen, die met 4 vermenigvuldigd worden door 
voorplaatsing van het laatste cijfer, ontstaan niet alle 
door eyclische cijferverwisseling uit één dier getallen, 
Het op 1 eindigende getal van die soort is | 


025641, 
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waaruit men door vermenigvuldiging met 2, 3, 6 en 7 de 
getallen | 
051282 


076928 
158846 
179487 


vindt, die dezelfde eigenschap hebben. Bij de eerste drie 
getallen kunnen de cijfers nog cyclisch verwisseld worden; 
de getallen, die zoo ontstaan, volgen ook uit het eerstge- 
noemde door vermenigvuldiging met 4, 5, 8 en 9. 
Een getal, dat door voorplaatsing van het laatste cijfer 
met 5 vermenigvuldigd wordt, is 
020408163265306122448979591836754693877551, 


waarin alleen het cijfer 7 niet als cijfer van de eerste 
soort voorkomt. Door cyclische cijferverwisseling (of ver- 
menigvuldiging met 2, 3, 4, 5, 6, 8 en 9) ontstaan daaruit 
7 andere getallen van 42 cijfers met dezelfde eigenschap 
en door vermenigvuldiging met 7 nog het getal 


142857. 


Nu hebben dus niet al die getallen hetzelfde aantal cijfers. 
FRED. SCHUH. 


Correspondentie. 


In het artikel van den heer J. Tummers, „Eigenschappen 
van een driehoek”, zijn een vaar onjuistheden ingeslopen. 
In de laatste negen regels staat nl. overal 1} b—c 
inplaats van 11/,b — !/, c, zooals het te voren juist staat. De 
eindformule wordt door deze verandering bè—3r2b 4-72 =—=0. 
De laatste term van het linker lid moet nl. ook een + 
teeken hebben. 

Heemstede 5. G. D. RAscH. 


In de correspondentie op bl. 143 van den vorigen jaar- 
gang wordt erop gewezen, dat het bewijs voor den regel 
van Napier, medegedeeld door den heer de Koning, reeds 


1 Op bladz. 250 van den tweeden jaargang staat onder het ant- 
woord op vraag 6 „Amersfoort.” Dit moet „Heemstede” zijn. 
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in de „Boldriehoeksmeting” van Van Laar gevonden wordt. 
Het schijnt niet algemeen bekend te zijn, dat het hewijs 
afkomstig is van den uitvinder van den regel zelf. In zijn 
„Mirifiei logarithmorum canonis deseriptio’” van het jaar 
1614 komt een figuur voor, 
waarvan de nevenstaande 
behoudens de letters een 
copie is. De figuur is iden- 
tiek met die van van Laar 
en, behalve een paar lijnen 
met die van den heer de 
Koning. Een bewijs geeft 
Napier niet; hij stelt zich 
tevreden met te consta- 
teeren, dat de waarheid van 
zijn regel gemakkelijk uit 
de figuur te zien is. 

De bewijsvoering van den heer de Koning en van van 
Laar is praktisch dezelfde, Gaat de heer de Koning uit 
van den bolvijfhoek, het leerboek van van Laar beschouwt 
de vijf rechthoekige driehoeken, elk op een zijde van den 
bolvijfhoek als hypotenusa beschreven. Misschien is het 
niet aan alle lezers bekend hoe de onderlinge af hankelijk- 
heid dezer driehoeken symmetrisch kan worden voorgesteld. 
Laat a,, da, dg, 44, dg de elementen voorstellen van driehoek 
ABC genomen in volgorde te beginnen bij de hypotenusa. 
Stelt men nu 


= 
A HD Ag HP =d HD = 2 Ds S Ag, Pa S Osy 


dan is door de grootheden ps, 3, Ps, Pa, Ps, in volgorde ge- 
nomen, de driehoek ABC bepaald, mits men voor de groot- 
heden op de eerste, tweede en vijfde plaats het comple- 
ment neemt. Veronderstelt men dit laatste bij elk der 
volgende rijen, dan stellen deze de vijf driehoeken in volg- 
orde voor. 

Pi Pa Ps Pa Ps 

Ps Pa Ps Pi Po 

Ps Pi /’2 Ps Pa 

Pa Pa Pa Ps Pi 

Pa Ps Pi Pa Pz 
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Deze wijze van voorstellen is van R.L. Ellis, en te 
vinden in „Mathematical and other writings of Robert 
Leslie Ellis’, Cambridge, 1863. 

De kern van al deze bewijzen en beschouwingen is deze: … 
van de zes verschillende formules voor den. rechthoekigen 
boldriehoek zijn er maar twee onafhankelijk, hetgeen in 
het artikel van den heer de Koning en de boldriehoeks- 
meting van van Laar misschien duidelijker had kunnen 
aangegeven worden. En aldus opgevat vindt men het 
heele bewijs in Kleyer's Encyclopedie der 1math. und techn. 
und exakten Naturwissenschaften. Ook Dr. Gerhard Hes- 
senberg, die de Trigonometrie uit de Sammlung Göschen 
bewerkt heeft, geeft de figuur aan, en spreekt zelfs over 
een paar eigenschappen van den bolvijfhoek van den heer 
de Koning. 

CV 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de redactie ontvangen.) 


S. DE GAST Jz. Overzicht der vlakke meetkunde. 
Theorie en 500 vraagstukken. Supplement op het beknopt 
leerboek der wiskunde, ten dienste van de leerlingen der 
hoogere klassen H. B. S. met 5-jarigen cursus ep gymnasium. 

’s Gravenhage, Joh. IJkema, 1906, f 0.75. 


HUGH Mac COLL. B. A. (London). Symbolie Logie and 
its applications. 
London, Longmans, Green and Co. 1906, 4 sh. 6 d. 


WILLIBRORD SCHLAGS. Geometrische Aufgaben über 
das Dreieck. Für Schüler höherer Lehranstalten in Unter- 
richtsbriefen systematisch geordnet und kurz erläutert. 
Mit 59 Abbildungen. 

Freiburg 1m Breisgau, Herdersche Verlagshandlung, 1904. 
l Mark, 

Uitgave van P. Noordhoff, Groningen: 

L. VAN ZANTEN Jzn. Verzameling van rekenkundige 
opgaven voor het uitgebreid lager en middelbaar onderwijs. 
Tweede stukje, derde druk, 1906. f 0.40. 


Uitgave van Gauthier. Villars, Paris: 
CH. LUCAS DE PESLOÜAN. N. H. Abel. Sa vie et son 
oeuvre. 1906. XIII—169 pages, avec un portrait. 5 fr. 
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Het bepalen van de assen en andere 
merkwaardige lijnen of punten eener Regel 
snede uit de algemeene vergelijking 


DOOR 


D*. A. D. VAN DER HARST 
| (den Haag). 


In vraagstukken, waarbij als uitkomst eene kegelsnede 
verkregen wordt, is het dikwijls van veel belang, dat men 
eenigszins spoedig den stand van de assen leert kennen, 
zonder dat het bepaald noodig is, de juiste afmetingen 
door middel van de assenvergelijking te bepalen; meestal 
toch gaat de kegelsnede door bijzondere punten of raakt 
aan bijzondere lijnen, waardoor men zich verder volkomen 
omtrent de liggimg van de kegelsnede kan orienteeren. 
Het doel van dit opstel is aan te geven, op welke wijze 
men de vergelijkingen van de assen bij kegelsneden met 
een middelpunt, die van as en topraaklijn bij de parabool 
uit de algemeene vergelijking afleiden kan, waarna zoo 
noodig ook de vergelijking van de kegelsnede op deze 
lijnen als coördinaatassen en verdere bijzondere punten of 
lijnen kunnen gevonden worden. 

De algemeene vergelijking der kegelsnede zij: 

Ar EH ZY A day Hat 2asy +03 = 0 
met w uls hoek der coördinaatassen. Wij onderstellen 
voorloopig, dat de kegelsnede een middelpunt heeft, dan 
zullen de vergelijkingen der assen, omdat deze door het 
middelpunt gaan, de gedaante: 

Ay BH ay HA) + Aajt HA dd)=0 . . (1) 
hebben. In het volgende zal nu blijken, dat de beide a’s 
wortels zijn van de vergelijking: 

bij HAAig  Ajg HA dop wr 
1 +AcOSw COS w + A | 
Oja &2 Aop 
of van: te OA U Ad Wd 
MA) Ì 


(2), 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang he 
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dus dat de beide vergelijkingen van de assen kunnen voor- 
gesteld worden door: 

O1 @&12 Aap 

1 cos) 

TETE 
waarin T, voor dj,  +4y9y +44, Tg VOOr djo 2 +- dao 4 + A3 
is geschreven. 

Hoewel de vergelijkingen van de assen in de laatste ver- 
gelijking onmiddellijk in de coëfficienten van de algemeene 
vergelijking zijn uitgedrukt, is het meestal beter, eerst de 
waarden van A uit (2) te berekenen, niet alleen, omdat 
men dan weet, welke A bij eene bepaalde as behoort, doch 
vooral, omdat de waarden van A in verband staan met de 
coëfficienten, welke in de assenvergelijking van de kegel- 
snede voorkomen. 

Nemen wij b.v. bij rechthoekige assen de kegelsnede: 

42 —tamyd7y_—-12r—6yd-7=0 . . . (5). 

Vergelijking (1) wordt voor dit geval: 

(4x —2y—6) +A(—2rt-7y—3)=0, 
terwijl de A’s voldoen aan de vergelijking: 
ADN HA 
== 0, 
1 \ 


gevende A= en —2. 
Bij A=» behoort de as: 


(4 Ay =O Re 


of 2rdy—-5=0, 
bij A= — 2 behoort de as: 
(4r—-2y—6)-2l—2rt7y—3)=0 
of t—_2y=0. 


Hiermede zijn dus de vergelijkingen van de assen reeds 
gevonden, doch verlangt men ook de vergelijking van de 
kegelsnede op de assen te kennen, dan deelt men om de 
beide eerste coëfficienten te verkrijgen een element van 
de eerste rij in determinant (2) door het overeenkomstig 
element van de tweede rij; in ons voorbeeld zijn zij dus 


pe 4D — 2 
gelijk aan ï of ze gevende voor A=, 3 en 
voor ‚à=—?2, 8. De opgegeven vergelijking van de kegel- 


snede is nu volkomen identiek met: 
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2xrdy—5\? —_xt2y\? 

3 ( V5 ) +a{ V5 ) —8=0 
waarin de laatste term — 8 bepaald is door er voor te 
zorgen, dat de bekende term evenals in (3) gelijk is aan 
+7; het deelen door V/5 en het vervangen van x—2y 
door — 424 zal later worden besproken. Vervangt 
men de uitdrukkingen tusschen haakjes door de nieuwe 
coördinaten x' en 4’ en deelt men beide leden door 8,dan 
verkrijgt men: 


202 y’2 
BETA 


8 
een ellips met a 5 als halve groote en b—=1 als 


halve kleine as. De vergelijking van de groote as is: 
WO Of Ed 0, 
die van de Kleine as: 
Da OR D= 0. 
Verlangt men nu b.v. de coördinaten van de brand- 


punten te kennen in het vude stelsel, dan heeft men slechts 
na te gaan, wat zij in het niewwe stelsel zijn en daarna 


9 ae PAES rj £ 
x' door EA ES Pren y’ door TE te vervangen. 
In ons voorbeeld zijn de nieuwe coördinaten van de brand- 
5 


DUALen tt == y — 0, in het oude stelsel worden 


3’ 
de brandpunten dus gevonden uit de vergelijkingen: 


aag; en —vJ-2y=0, 


gevende : 
| 1 c} 


Teneinde nu het in de vorige bladzijden besprokene te 
bewijzen, brengen wij enkele hoofdzaken uit de transfor- 
matie van coördinaten in herinnering. Onderstellen wij 
voorloopig, dat de oorsprong miet verandert, dan gelden de 
transformatieformules: 

Lat +bY | 


A, 4), 
yab y| Ge 
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waarin de coöfficienten (aa') en (bb) eene belangrijke 
meetkundige beteekenis hebben. Zijn namelijk op de nieuwe 
assen OX' en OY’ in positieve richting stukken OA en OB 
afgezet gelijk aan de eenheid, dan zijn a en a’ de coör- 
dinaten van A‚ b en b’ die van B in het oude stelsel. 
Noemt men nu w den hoek, welken de oude, w’ dien, 
welken de nieuwe assen met elkaar maken, dan heeft men: 


a2 + 2aa'coswta=l (5) 
D2 2bb'ecoswJ b2=l i 


(eb 
en A= vl Dy 


__sinw’ u’ 
eet non @ 


(6). 


De formules (5) zijn betrekkingen tusschen coëfficienten 
van beide vergelijkingen (4); het is echter wenschelijk, 
eene betrekking af te leiden tusschen de coëfficienten van 
eenzelfde vergelijking. Om hiertoe te geraken, onderstellen 
wij, dat x' en 4’ uit (4) zijn opgelost en schrijven de 
uitkomst in den vorm: | 

Lt =ard pp Yj 5 

yder y 
waarin «, g', B en B’ eene overeenkomstige meetkundige 
beteekenis hebben. Men heeft dus ook: 


ad Zu cosw Jai =l| 


B2 IBB cosw' JB2=l| (8) 
Paden 
en ANT len pr (9). 


Daar echter door oplossing van de vergelijkingen (4) ge- 
Je / b N a 
p= en =d 


vonden wordt: == J- —; e= — 


gaan de formules (8) over in: 


, , sin? ten 
OD COS w' Jb —= A? of en 
Sins 
(10) 
= Za b cosw' Jb —= A? of DE 
En “sin? w 


betrekkingen tusschen de coëfficienten van elk der OEE 
lijkingen (4) afzonderlijk. 

Het behoeft wel geen nader betoog, dat evenzoo : 
sin?w (11) 


us JafBeosw dt B2—=a2— a BeOS w D 
ar Thi  sin2w' 
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is en dat deze formules ook voor de meest algemeene 
transformatie gelden, daar eene verplaatsing van den 
oorsprong op meergenoemde coëfficienten geen invloed heeft. 

Laat ons nu in het bijzonder de transformatie van de 
algemeene vergelijking eener kegelsnede op de asrichtingen 
beschouwen. Voor de coëfficienten a;,t en agt, van x'? en 
y2 verkrijgt men nu: 


baj PH Zaad + dg a? 
Apt == dj 02 + 2ayo bb + Aap b2| 

de halve coëfficient a,9! van z’y’ moet gelijk O worden, dus: 
Aj, AD Hag (A DH ab) + agg a b =O 


Á 


(12), 


nt Pe a 
of, de richtingscoëfficienten zen van de assen door P, 


en P, vervangende: 
Oi Fr Ajo (P, + Po) + dap P, Py =O 
of (ary + azo P) + (Qy3 + doo P)P3 =O . . (18). 

Bovendien is, omdat de nieuwe coördinaatassen loodrecht 
op elkaar zijn: 

(1 + P‚ cOSw) + (cosw + Py)P,=0. . . (14. 

Uit (18) en (14) volgt: 

lj eP, dip + dop P, 
bebbecaawsen cos bels Pi; 

Hieraan kan worden toegevoegd, dat elk van deze breu- 
ken gelijk is aan a,,!; door namelijk teiler en noemer van 
de tweede breuk met P, te vermenigvuldigen en bij die 
van de eerste op te tellen, verkrijgt men voor elk dezer 
breuken: 


bij F2 P, Ha P,2 dj 0 + 200 a + Aap 07 
1 42P,coswt-P,2 a? 2ad'cosw ta? 
_ blijkens formules (12) en (5). 
Evenzoo vindt men: 
Oy Ho Po da + dop Pg al 
1 Pscosw  coswd-P, . 2 
Nu is volgens vergelijking (1) 
Re + A iz 
Oa + Aj dp 
Diner Molten Adr A0, 


1 


er 
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dus A, =P; evenzoo is A= P,; men verkrijgt dus de 
vergelijkingen : 


Oi + Xp dio _ dio A Ap dop Ee 

1 4-A9COSw _ COSw L- Ag 1 15) 
Aid Mig Oo Mp | 

1 HA,cosw _ cOSw + A, ok 


De beide A's zijn dus wortels van de vierkantsverge- 
lijking: 
Oy HAlje Ayat App 


1 4 AGOSW COSw JA TP 


dezelfde vierkantsvergeliĳjking als waaraan de richtings-_ 
coëfficienten P voldoen. Bovendien blijkt, dat men ter be- 
rekening van d,, (de coëfficient van #2) A9 noodig heeft, 
d‚w.7. de A, die bij de nieuwe Y-as x’==0 behoort, ter be- 
rekening van d'/5g (de coöfficient van gy’) de A, die de 
nieuwe X-as y == 0 doet vinden. 

Bij de zooeven beschouwde ellips is de nieuwe X-as. 
langs de groote as genomen (immers, wij hebben de Kleinste 
coöfficient 3 voor «'@ geplaatst); deze coëfficient behoort 
bij de as 24d-y—5=0 in het oude, bij x'=0 in het 
nieuwe stelsel, 24 -y—5 moet dus identiek zijn met 
nx, waarin n zekere getallenfactor voorstelt, die zóó moet 
gekozen worden, dat aan de betrekkingen (ll) wordt vol- 
daan. In ons voorbeeld is n2=5, dus n= + 5; hetis 
onverschillig, welk teeken men neemt; heeft men echter 
voor x eene bepaalde keuze gedaan, dan moet voor 4’ 


zoodanige uitdrukking worden genomen, dat \/= sd Á 3 

. see sin w be 

die gelijk is aan ERE ook inderdaad positief, in ons voor- 

beeld —= +1 is. Om deze reden is voor y’ ! ge- 

B | 

eN Tosen 

nomen en iet oan? AOL BAREND is dan ook 

Vom 2 


inderdaad == +- 1. 
De voorgaande beschouwingen gaan onveranderd door 
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a 12: 
voor de parabool; omdat voor dit geval — LE is, is een 
ia Aap 
he LNE a dt, 
der wortels van de vergelijking in A: mn of a de 
12 22 


andere wortel is bepaald door een der vergelijkingen : 


012 199 0 


dant Cie ken 
1 HAcoSw GOSWHA| ° 


1 + ACOSw COSWw LA 


Met de laatste waarde van A correspondeert de as van 
de parabool, welke men in den regel als nieuwe X-as 
kiest, met de eerste waarde de lijn, die in het oneindig 
ver gelegen middelpunt loodrecht op deze staat. Deze kan 
niet als nieuwe Y-as worden genomen, doch wordt ver- 
vangen door de topraaklijn, wier vergelijking gemakkelijk 
gevonden wordt door te bedenken, dat het gegeven eerste 
lid K in den vorm d's y'2 + 2 a’, x/ kan geschreven worden, 
dus de topraaklijn x/=0 in den vorm: 

eg oe elle ertoe. (16), 


Hier zijn y’ en ook d's bekend; voor a's vindt men 
diy + À Arg jg — Ajy COS W 


seen 


namelijk algemeen : waarin A — 
Î ) ee 1 Je À GOS aj ii re A12 COS » 
TUS 
zoen (jy — A2 COS W\ H Aj2 (Ajo — Uy COS) 
ix Cy — A2 COSw HJ Ag COS @ — dij, COS* wo 
sin? We dE dd ) 


welke uitkomst met het oog op de invarianten te ver- 


wachten was. 
Nemen we als voorbeeld de parabool op rechthoekige 


assen : 
16 12 — 24 ay Oy? —4r—1l22y + 69 —=0. 
Voor dit geval wordt A gevonden uit de vergelijking: 


16 — 12 


en 0, gevende A= — ds 


t 


dus is de vergelijking van de as: 
4(16 4 —12y—2) (12 Iy—6l) =0, 
100 x —75y + 175 = 0, 
of 4u—yd-7=0. 
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Uit (17) volgt d',y == 25, dus is volgens (16) de verge- 
lijking van de topraaklijn : 
rn 2 
Br —=3 Aan 122 4 69 — 25 en Eli 
of —4xv—122y 69 — 56 HJ 42 y —49 —=0. 
— 607 —80y + 20 =0, 
Sut4y—l=0. 
De oorspronkelijke vergelijking van de parabool kan dus 
geschreven worden in den vorm: 
—_4rh3y 7? omne 
25 ) — 100 (EE) == 0 
Su 4y—l bete end 


5 door Xen 5 — door 4 ver: 


of, 
vangende: 

yad =—=0 
gevende p =?2 voor den halven parameter. 


De nieuwe coördinaten van den top zijn: x# —=0 en 
y—0; de oude coördinaten vindt men dus uit: 


3u d-4y—l=0 en —-4r Sy —7=0, 
zij zijn dus: L—=—l en y=dl. 
Evenzoo verkrijgt men de oude coördinaten van het 
brandpunt door oplossing van: 


TE en =4r ei 
2 + 
dus bt y=lg 
en is de vergelijking van de richtlijn: 
de of 3ut4yt4=0. 


De meetkundige plaats van alle punten, die gelijken 
afstand tot brandpunt en richtlijn hebben, moet de oor- 
«spronkelijke parabool opleveren; deze meetkundige plaats 
wordt voorgesteld door de vergelijking: 
EEE inf 4? But 4yJ- 4? 
(etn 
Of (SH DES YS DE 
25 atd 20x 4 254y2—90YH-81 — 
Ir? — 24 ny —16y2— Av 32y—16=0. 
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16 22 — 24 ary +Oy2—4r——122y 69 =0, 
di. de gegeven parabool, 

In de voorgaande voorbeelden is het oorspronkelijke 
assenstelsel rechthoekig genomen; wij behandelen daarom 
nog eenige voorbeelden met scheef hoekige assen. 

De gegeven vergelijking zij: 

U 4ry dy 8rtl0yd14=0. we 60? 

Ter berekening van de beide A's heeft men de vergelijking : 
12) —2 HA 
IjdA HH 

Bij A= — 1 behoort de as: 

(H-2y-4)H(-2rtyt5e=0 of zdy—l=0 


EWE UID Atte 


ee 
en de coëfficient: DER mans 
bij A==— 1 behoort de as: 
Ly) 2rtyd- 50 of zy —8=0 
en de coëfficient: iel 
De 


De gegeven vergelijking kan dus geschreven worden in 
den vorm [men lette op de betrekkingen (11)]: 
end et OE BE 10, 
of AWB(x-y—l) door # en H(—v+H-y 3) door 4’ 
vervangende: 
an 6y*=l 
DE U 
of 1 a ï | 
een hyperbool met W1v, en V/y, als halve assen. 
Beschouwen wij ten slotte de parabool: 42 —2p'x=—=0 
op eene willekeurige middellijn en de raaklijn van haar 
uiteinde als assen; de coördinatenhoek zij w. 
Ter berekening van A heeft men nu de vergelijking: 
0 1 1 
ze À ZZ 
1 4 ACISw COS w JA rn COS 


Hierbij behoort als as van de parabool: 
COSw X(—P)—y=0 of YH p'ecosw =0 
Uig —- 209 COSW + Ag 
sin? w Ee 


en volgens (17) de coëfficient 
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| rk 
ET dus is volgens (16) de vergelijking van de topraak- 
lijn [men lette weer op de betrekkingen (11)}: 


Vene {sin wy + p' cos w)}? — 0, 


sin? w 
—_ ptp yYeCOosw—p? eos? w==0, 
LH yeosw + tp’ eOs*w —= 0, 

De oorspronkelijke vergelĳking kan dus geschreven 
worden in den vorm: 

1 
bt Dek if , NL 1 D'COS2 I= 
A2 {sin o(y + Pp’ COS w)}? — Ap (1 HY COSw JF P'COS*w)—0, 
of, + yeosw + Lp eos2w door ”', sin w (y + p/COSWw) door 
y’ vervangende: 

Wp rt sin2w==0, 
gevende p =p'sin?w voor den halven parameter. 

Daar de niewwe coördinaten van het brandpunt &' ==} 
en y'==0 zijn, vindt men de oude coördinaten terstond uit: 
LH YCOSw H- Lp’ COS w =p sin?w en y + p'cosw —=0, 

dus y=——p cOsSW en HF 

De lengte voor den voerstraal (verbindingslijn met het 
brandpunt) van een willekeurig punt is, in de niewwe coördi- 
naten uitgedrukt, gelijk aan #’ + 4p; in de oude coördi- 
naten verkrijgt men dus voor den voerstraal (@ +4 COSw + 
Lp’ cOS?w) Jp’ sin?w=rdyCeOoswd Lp's in het bijzonder 
is de voerstraal van het raakpunt (=0, y She 
eene bekende eigenschap (zie v. Geer, Anal. Meetk., I, 
pag. 129). 

De vergelijking van de richtlijn in het oude stelsel is: 

LH Y COSw H- Lp’ —= 0. 

Met het voorgaande is de hier bedoelde methode van 
herleiding der algemeene vergelijking voldoende toegelicht. 
Slechts vermelden wij nog, dat de meer gebruikelijke wijze 
van herleiding een uitstekend contrôlemiddel is op de hier 
gevolgde methode en omgekeerd; wij laten dit verder aan 
het nadenken van den lezer over. 
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De puntengroep van Nagel 


D'. C. STOLP (Kampen). 


Wanneer men door de hoekpunten van een driehoek 
ABC lijnen trekt’ evenwijdig met de overstaande zijden, 
dan sluiten deze een nieuwen driehoek A,B,C, in. Het 
punt van Nagel in den eersten driehoek is, gelijk in het 
bekende werkje van Casey langs meetkundigen weg aan- 
getoond wordt, het middelpunt van den cirkel, die in den 
tweeden beschreven kan worden. 

Kent men den afstand y van een willekeurig punt 
binnen den driehoek ABC tot één der zijden, bijv. tot AB, 
die als basis beschouwd wordt, dan vindt men, gelijk 
onmiddellijk uit de figuur blijkt, den afstand van hetzelfde 
punt tot A,B, door 4 van de hoogte h des driehoeks ar 
te trekken. Hierop berust het volgende analytische bewijs 
van de zooeven genoemde stelling. 

Het punt van Nagel is, zooals de heer Cikot (jaarg. 1, 
blz. 244) opmerkt, hetzelfde als het iso-perimetrisch punt 
van den heer Psicha. Op blz. 156 berekent laatstgenoemde 
den afstand y van het punt tot de zijde c. Deze waarde 
overnemende hebben wij voor den afstand tot AB, 


(ad-b——o)h Bach 
DT 
Maar ch stelt den dubbelen inhoud van driehoek ABC 


voor en kan daarom vervangen worden door (a + b +0) r. 
Dus is ook 


Dashi 


h_—-y=?2r. 


De merkwaardige punten van driehoek ABC, welke hier 
ter sprake komen, zijn in onze figuur aangewezen over- 
eenkomstig de notatie van Vigarié. Het zijn de volgende: 

„ Zwaartepunt, H.... hoogtepunt, O, IL, Ie, la Je 
middelpunten van de om-, in- en aangeschreven cirkels, 
V, Vas Vb, Ye... Punten van de groep van Nagel. 

Het is duidelijk, dat G het homothetisch middelpunt 
(gelijkvormigheidspunt) is van de driehoeken ABC en 
A,B,C,. Dus liggen twee overeenkomstige punten met G 
op ééne rechte, b.v. AA;, BB,, enz. Nu weten wij, dat 
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het hoogtepunt H van driehoek ABC tevens het middel- 
punt is van den omgeschreven cirkel van driehoek A;B,C, 
en dat v (punt van Nagel) het middelpunt is van den inge- 
schreven cirkel van drieh. A,B,C,, zoodat ook de rechten 
‚_ HO en vl door G gaan (blz. 158 en 159). Verder is elke 
rechte lijn. die twee punten van driehoek A,B,C; verbindt, 
het dubbele van de lijn, die de overeenkomstige punten 


ee Da 


van driehoek ABC vereenigt. Zoo heeft men b.v. GH ==. 
2G0- en Gy==2 Gl. (blz, 158), Hr 2 OL (DIZ TSE 
finiëeren wij voorioopig va, %, Y als middelpunten der 
aangeschreven cirkels van driehoek A,B‚C;, dan is even- 
eens Cv == 2 Clas Ons 2 Oe AGT 
enz wij =d enz. | 

De uitkomst. waartoe de heer Psicha aan het slot van 
zijn opstel (blz. 160) geraakt, vindt men ook door toepas- 
sing van het Theorema van Feuerbach“) op den driehoek 
A,B,C,. Volgens dit Theorema raakt de negenpuntscirkel 
den ingeschreven cirkel inwendig, de aangeschreven cirkels 
uitwendig. Het middelpunt van den eerstgenoemden cirkel 
is dus van de middelpunten der andere cirkels verwijderd 


1) Een elementair bewijs van dit Theorema door Dr. Van der Harst 
is te vinden in jaarg. I, op bladzijde 11. 
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op afstanden gelijk aan het verschil of de som der stralen 
van de rakende cirkels. Daar A, B, C de middens der 
zijden van driehoek A‚B;,C, zijn, is de negenpuntscirkel 
van driehoek A,B,C, de omgeschreven cirkel van driehoek 
ABC en heeft dus O tot middelpunt. De andere cirkels 
hebben tot middelpunten v, va, vp, vc. Zijn nu in driehoek 
ABC R,‚ 7, 74, 7, Ye de stralen der om-, in- en aange- 
schreven cirkels, dan is in driehoek A‚B‚C, de straal van 
den negenpuntscirkel == R en zijn de stralen der in- en 
aangeschreven cirkels 27, 27, 27 , 2r,. Men vindt 
dus niet alleen met den heer Psicha 


Ov=k—-êr, 
maar ook 
Ova =d ie 2 Tas 
enz. 

Boven hebben wij een eigenschap van va, vp, ve als 
definitie dezer punten aangenomen. Wij zullen nu de 
gewone bepalingen van de punten van Nagel geven, de 
teekening van de figuur aan den lezer overlatende. Laten 
A’, B, C' de raakpunten zijn van de ingeschreven cirkel (L) 
met de rechten BO, CA, AB; evenzoo A«, Ba, Cà de 
raakpunten van den aangeschreven cirkel (Il, ) met dezelfde 
rechten, enz. Op BC liggen dan vier raakpunten A’, A’, 
A, A’, die men zich verbonden kan denken met het 
hoekpunt A. Evenzoo zijn B en C door rechte lijnen met 
de raakpunten: op de overstaande zijden te verbinden. Er 
zijn nu verscheidene punten aan te wijzen, waarin telkens 
drie der genoemde rechten samenkomen. Vier daarvan 
vormen de Nagelgroep; het zijn de volgende: 


Peesnipunbe vans AA 4 BB’, CO 


va d denk lele OD 
vb 5 NE Aat bne Glen 
Ve » 9 AA’ ’ BB 3 CC’. 


Men zal bevinden, dat v, binnen den overstaanden hoek 
van LZ BAC ligt. Laten nu A4 , he, he de hoogtelijnen op 
a, b, ce voorstellen, u, v, w de (volstrekte waarden der) 
afstanden van het punt tot BO, CA, AB, dan zijn w—h4, 
vh, WH-h, de afstanden tot BC, C,A,, A,B,. De 
berekening van u, v, w geeft 

His hy (s—c) he (Ss — b) 
es : NDT | WW == — UAA 
s— a s—d s—d 


ki) 
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waaruit verder gevonden wordt 


ah bh 
Ode Vl wih= 


Maar 
aha=bh=che =2X inh. drieh. ABC =2(s —d) 74, 
derhalve 
u—ha=vthj=wdhe=2r. 
Ook volgens deze bepaling blijkt dus v, het middelpunt 
van den aangeschreven cirkel op de zijde B‚C, te zijn. 


De gewone definitie, die van een willekeurig punt der 
Nagelgroep gegeven wordt, is verre van eenvoudig, daar 
telkens drie cirkels ter sprake komen en van elk dier 
cirkels één raakpunt gebruikt wordt. Veel eenvoudiger 
komt het mij voor, de bepaling zóó te maken, dat daarin 
alleen de vierde cirkel genoemd wordt. Zoo zijn b.v. de 
punten, waarin de aangeschreven cirkels de zijden van 
den driehoek uitwendig raken, ook te beschouwen als die 
punten van de zijden, welke van de middens gelijke 
afstanden hebben als de raakpunten van den ingeschreven 
cirkel. Voor elk punt van de Nageleroep in het bijzonder 
geldt dan ook de volgende algemeene definitie: 

Ken punt van Nagel is het snijpunt van drie lijnen uit 
de hoekpunten eens driehoeks getrokken naar die punten van 
de overstaande zijden, welke ten opzichte van de middens 
dier zijde symmetrisch. liggen met de punten, waarin die 
zijden (of haar verlengden) door één en denzelfden cirkel 
worden aangeraakt }). 

Zonder bewijs laat ik nog een stelling volgen, die even- 
eens als definitie zou kunnen dlenen: Wanneer men een 
der cirkels beschrijft, die de zijden eens driehoeks (of de 
verlengden der zijden) raken, vervolgens elk hoekpunt 
verbindt met dat punt van den cirkel, hetwelk diametraal 
tegenover het raakpunt op de overstaande zijde ligt, dan 
gaan de drie verbindingslijnen door een der punten van Nagel. 


1 Ook de lijnen, die de hoekpunten met de raakpunten zelve ver- 
binden, gaan door een punt, dat naar Gergonne genoemd is. De gegeven 
definitie komt dan ook overeen met een andere, namelijk, dat de punten 
van Nagel de isotomisch toegevoegden zijn van die van Gergonne. 
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Varta over / 


DOOR 


D*. N. QUINT (den Haag). 


(Vervolg van biz. 241, Zen jaargang.) 


Beter dan deze rijmelarijen loopt een Engelsch distichon, 
dat 11 decimalen geeft: 


„How 1 wish [ could recolleet of circle round 
The exact relation Archimede unwound !” 


hoewel dit heel wat nauwkeuriger de waarde geeft dan 
de uitkomst van Archimedes: 849 <{m<8 0. 

Onlangs kwamen er weder twee niet onaardige versjes 
over het Kanaal, nadat in Nature een inzender, zeker 
onbekend met het distichon, geklaagd had, dat de Engel- 
sche schooljeugd zoo'n hulpmiddel miste. F.R. S. zond 
toen het volgende: 


„Sir, 1 send a rhyme excelling 
In saecred truth and rigid spelling; 
Numerical sprites elucidate 
For me the lexicon’s dull weight. 
If Nature gain 
Not you complain 
Tho’ Dr. Johnson fulminate.” 


Een ongenoemde beoefenaar van deze sport verrijkte 
daarna het weekblad met: 


„Now I know a spell unfailing 

An artful charm, for tasks availing, 
Intricate results entailing. 

Not in too exacting mood, 

(Poetry is pretty good), 

Try the talisman. — Let be 
Adverse ingenuity”. 
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In het Nederlandsch is er nog niet veel fraais gevonden; 
verschillende proeven, hier en daar opgevangen, geven 
sterk den indruk, dat zij op de school van Meester 
Pennewip vervaardigd zijn. Hoe anders te denken over 
dit rijmpje: 


„Wie U kent, o getal, belangrijk en gepast, 
Bezit ook rijker waarhêen anker vast.” 


Het is dan ook zeker voor een poëet een lastige opgave, 
wat men gevoelt als men ziet hoever een jong dichter 
van grooten naam het in deze aangelegenheid gebracht 
heeft: 

„Die U eens zm heeft verzonnen 
In aloude tijden, 
Was nooit begonnen 
Om 
; Als hij had voorzien 
Welk gezeur de cijfers biên !” 


Men begrijpt, dat 9, 7, 9 een uitroep van woede moet 
voorstellen, misschien ook van den dichter, die hiervoor 
geene geschikte woorden kon vinden!) 


Ook voor En 0,31853098 bestaan dergelijke hulpmiddelen, 


die bij het cijferen van gemak zijn. 

„Can I discover the reciprocal” onthoudt een Engelsche 
jongen en weet daarmede voor het omgekeerde van z 
een waarde drie slechts 2 tienmillioensten te groot is. Zijn 
Fransche makker gaat verder. Hij herinnert zich, dat 
Karel X door zijne vier ordonnantiën van 25 Juli 18380 
alle vrijheden schorste, die in 1789 verkregen waren, maar 
dat deze toestand slechts drie dagen duurde, daar toen 
Parijs in opstand kwam. Vandaar deze philosophisch- 
historische uitspraak, die de verlangde cijfers geeft: 


„Les 8 jours de 1830 sont un ’89 renversé.” 


1) Een Nederlandsch gedichtje beter dan het gepubliceerde zal de 
Redactie gaarne opnemen. 
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Uit de Theorie der Algebraïsche Vergelijkingen 


DOOR 


K. BES (Tilburg). 


(Vervolg van blz. 224, 2e jaargang). 


HOOFDSTUK IV. 
Homogene Vergelijkingen met twee Onbekenden. 
1. Het bepalen der wortelstelsels. 


a. Wortelstelsels, die voldoen aan eene 
enkele vergelijking. 


S65. De algemeene gedaante van eene homogene ver- 
gelijking van den n°“ graad met twee onbekenden is: 

ti EN OR en NG mn a Dm) Ln NAR 

+ a, & GONE Are TU Or ran COP 

Het eerste hid dezer vergelijking is eene volledige binaire 
functie van den „êen graad. 

Een stel waarden voor x en y, niet enkel uit nullen 
bestaande, dat aan de vergelijking (50) voldoet, heet een 
wortelstelsel. 

Is a, =0, dan wordt aan de vergelijking (50) voldaan 
door het wortelstelsel # = willekeurig, y = 0; in dit geval 
is het eerste lid der vergelijking deelbaar door y. 

Is an +10, dan heeft de vergelijking het wortelstelsel 
x=—=0,y — willekeurig, en is haar eerste lid deelbaar door z. 

Heeft men a,—=0 en an+1==0, dan is het eerste lid 
der vergelijking deelbaar door xy; in dit geval heeft de 
vergelijking de twee wortelstelsels: 

1. x==0, y = willekeurig; 
dat Willekeurig y= 0; 

Voert men in de genoemde gevallen de aangewezen 
deeling uit, dan wordt de graad der vergelijking met een 
of twee eenheden verlaagd, terwijl de komende vergelijking 
bevrijd is van de wortelstelsels, waarvan een der elementen 
de waarde nul heeft, indien nl. a; en a, van nul verschillen. 
Op deze wijze kan men iedere homogene vergelijking met 
twee onbekenden, welke wortelstelsels heeft, waarvan een 
der elementen nul is, terugbrengen tot een andere homo- 
gene vergelijking, die geen wortelstelsel toelaat, waarvan 
een der elementen de waarde nul heeft. 

Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang ö 
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S66. Aangenomen dat a, van nul verschilt, dan gaat 
de vergelijking (50), na deeling door gy”, over in eene 


hoogere-machtsvergeliĳjking van den „êe® graad, waarin 5 
y/ 


de onbekende voorstelt, nl: 


4 Ee J- dg (8 ha sek d3 ba Nn 


ne | 
Rnd NEER 


In de leerboeken der hoogere algebra wordt bewezen, 
dat eene hoogere-machtsvergelijking van den „fen graad 
wier coöfficienten tot het algemeene gebied der algebraïsche 
getallen behooren, » wortels heeft, die mede tot dit getallen- 
gebied behooren, doch niet meer dan ” wortels. Onder 
deze wortels kunnen echter gelijke voorkomen 

Iedere wortel der vergelijking (51) levert nu een wor- 
telstelsel voor de vergelijking (50), doch ook niet meer 
dan één; want, twee wortelstelsels, wier elementen dezelfde 
verhouding hebben, worden niet als verschillende wortel- 
stelsels aangemerkt, tenzij zij betrekking hebben op twee 
gelijke wortels der vergelijking (51). 

Uit het medegedeelde volgt de eigenschap: 

Bene homogene vergelijking van den ni” graad met twee 
onbekenden heeft in het algemeen n verschillende wortelstelsels, 
doch niet meer dan n. 

S67. Dat eene homogene vergelijking van den „êen graad 
met twee onbekenden niet meer dan » verschillende wor- 
telstelsels kan hebben, kan ook worden afgeleid uit de 
theorie der lineaire vergelijkingen. Daartoe stelt men de 
machten en producten der onbekenden, zooals deze elkaar 
in de vergelijkingen opvolgen, achtereenvolgens voor door 
HOi Oers Pn 41. Deze machten en producten worden 
gewoonlijk de argwmenten der vergelijking genoemd. 

Door invoering van de genoemde symbolen gaat de 
vergelijking (50) over in de lineaire homogene vergelijking 
met n + 1 onbekenden : 


0 Dy + AP ot A33 H...…. An —1Pn—1 + An Pn 
HO tiPn+1=0. . ‘ . . (52). 


wier onbekenden grootheden van den uden graad voorstellen. 
Aan deze vergelijking wordt voldaan ($ 33) door hoogstens 
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n onafhankelijke wortelstelsels, waaruit men besluiten 
mag, dat ook voor de vergelijking (50) niet meer dan » 
verschillende wortelstelsels kunnen bestaan. 

S68. De vraag doet zich nu voor, of men uit „ onaf- 
hankelijke wortelstelsels der vergelijking (52) ook een 
wortelstelsel voor de vergelijking (50) kan afleiden. Daartoe 
kan men de » wortelstelsels nemen, welke ieder n — 1 
nullen als elementen bevatten, begrepen in de rijen van 
den assemblant: 


0 ORO 

0 0 OTE oenen Odendaal 

0 in GER Os, 

De O0 Olla 
0 iel A Oa: 


Uit deze wortelstelsels kan men door middel van lineaire 
betrekkingen andere wortelstelsels voor de vergelijkingen 
(52) afleiden, welke geen nullen onder hunne elementen 
bevatten. 

Laten de coëfficienten van zulk eene lineaire betrekking 
Qi Yos ---- In zijn. De vraag is nu of voor deze coëfficienten 
zulke waarden gevonden kunnen worden, dat de ele- 
menten van het daaruit voortvloeiende wortelstelsel zich ver- 
houden als de opeenvolgende argumenten van eene binaire 
functie van den „den eraad. 

Uit deze voorwaarde vloeit de volgende gelijkheid voort: 


__ Qnan tl ET Qn—l An +1 VE qQn —2 An +1 
xn en xn — ll y it on? TOE dpd 
PE CULOE ETET sE 
zi gyn duties 


qr An + Qg An —1 HF Qn — 2 Az J Qn — 1 Og + In dj (54) 
yn à 


Hieruit wordt vooreerst afgeleid : 


er) 
Oo 


LAN—Ì 
dn A be) ’ 
LAN —2 
Ees Ter Al fn si 
KIN ODE (55) 
On pd (a) ) 
46 
03 =qi ) 


en vervolgens door substitutie dezer waarden in de twee 
laatste leden der gelijkheid (54), na eenvoudige herleiding : 


lS Hal) Hul) BE 


+ a, — (5) + Oy, () + An id, 


waardoor men tot de oplossing der hoogere-machtsverge- 
lijking (51) wordt teruggevoerd. 

S69. Vermenigvuldigt men de vergelijking (50) achter- 
eenvolgens met af % gh Tig gp AL 
‚yh—®, dan verkrijgt men een stelsel van 
k—n-1 lineaire homogene vergelijkingen met K+ 1 
onbekenden, waarin de nieuwe argumenten als onbekenden 
worden beschouwd. De vergelijkingen van dit stelsel zijn 
Onafhankelijk, omdat de assemblant hunner coëfficienten 
een determinant der ‘hoogste orde bevat, die van nul 
verschilt. 

Aan dit stelsel vergelijkingen kan door geen andere 
waarden worden voidaan, dan die voldoen aan de verge- 
lijking (50) alleen. Vooreerst blijkt dit hieruit, dat door 
de genoemde vermenigvuldiging in alle vergelijkingen niet 
hetzelfde wortelstelsel wordt ingevoerd, Vervolgens kan 
dit ook blijken door op te merken, dat aan het stelsel 
hneaire vergelijkingen, dat men verkrijgt, voldaan wordt 
door hoogstens & + 1 —(k—n + 1) of n onafhankelijke wor- 
telstelsels, dus door niet meer wortelstelsels dan aan de ver- 
gelijking (50) alleen kunnen voldoen. Tracht men nu, op 
dezelfde wijze als in de vorige paragraaf is geschied, uit 
n onafhankelijke wortelstelsels van een aldus verkregen 
stelsel van K—n—+- 1 lineaire homogene vergelijkingen 
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met kJ 1 onbekenden een wortelstelsel voor de verge- 
lijking (50) af te leiden, dan stuit men weder, evenals 
daar, op de oplossing der hoogeremachtsvergelijking (51). 
Het middel om de wortelstelsels der vergelijking (50) te 
bepalen is dus de oplossing der vergelijking (51). Heeft 
deze gelijke wortels, dan zegt men ook, dat de verge- 
lijking (50) gelijke wortelstelsels toelaat. 

Voor het bestaan van gelijke wortelstelsels wordt ver- 
eischt, dat een of meer bepaalde betrekkingen bestaan 
tusschen de coëfficienten der vergelijking (50), welke be- 
trekkingen in het vervolg van dit hoofdstuk ter sprake 
zullen komen. 

S70. Laat ons nu, ter toelichting van het behandelde 
inde vorige paragraaf, nemen k=—=5 en n=3. 

De vergelijking (50) gaat dan over in: 

A AS day Har Hysz=l 0 (56), 
waaruit door vermenigvuldiging meu «%, xy en y? het 
stelsel vergelijkingen : 

a, VP Harty + ast yr dea YP ef} 
ar V*Y H+ A HP YP + 05 02 YS Ha, LY* be (07) 
ar My? ao? YS + A3 TY Hay’ =0, 
voortvloeit. Vervangt men hierin de argumenten door 
Pis Pos. - Pe, dan worden deze vergelijkingen bij verkorting 
voorgesteld door de rijen van den assemblant: 
[A Ag dz U, 
Aj Ag ws A4 B De torent nt 00E 
Ay Ag A3 dy 


Aan dit steisel lineaire vergelijkingen wordt voldaan 
door de drie onafhankelijke wortelstelsels, bevat in de 
rijen van den assemblant: 


0 0 Aras — Aros  Auss — Á1,26 
0 — A123 0 RA KE APD He veer ed Fel), 
A23 0 O — Aogu Aass — A23 
Vermenigvuldigt men de rijen van dezen assemblant 
achtereenvolgens met qj, 45, Qs, telt de uitkomsten op, 
en drukt uit, dat de elementen van het komende wortel- 


stelsel evenredig zijn met de opvolgende argumenten vau 
eene binaire functie, dan verkrijgt men: 
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Qs Âr2s _ — Jo Ariss A Arzs 
sv kol ey EES U ENE 
— Qt Aras HT Yo Aran 03 Ang 
1243 vd 
Qi Arzs — Qo Ars + Q3 A2zs 
uy In 
— Q1 Auze J- qa A36 — qz A2se 


Uit de drie eerste leden dezer gelijkheid verkrijgt men: 


At EL 5), | 


En 


Door substitutie dezer waarden in het derde en vierde 
lid van (60) verkrijgt men: 


(61). 


EEN (5) + ÀÁr34 (2) J- Arzt Dn Fe A45 


waarvoor men ook kan schrijven: 


NEER 


zijnde juist de derdemachtsvergelijking, die men verkrijgt 
door de vergelijking (56) te deelen door 45. 

Opmerking. Men verkrijgt hetzelfde resultaat door sub- 
stitutie der waarden (61) in het derde en vijfde of in het 
derde en}zesde lid der gelijkheid (60). 


b. Wortelstelsels, die te gelijk voldoen 
aan twee vergelijkingen. 


S71. De methode in de vorige paragraaf toegepast geeft 
een gunstig resultaat, indien het te doen is om te onder- 
zoeken of twee homogene vergelijkingen met twee onbe- 
kenden gemeenschappelijke wortelstelsels toelaten, en, 
zoo dit het geval is, om deze gemeenschappelijke wortel- 
stelsels te bepalen. 

Laten, om dit aan te toonen, gegeven zijn de verge- 
lijkingen: 
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Bea ye ln om Ye =O: | (64), 
bj 0 Hb jz a Et bmi y= À 
van de graden ” en m, waarbij n > m. 

Ten einde deze vergelijkingen als lineaire te kunnen 
behandelen, is het noodig er een stelsel vergelijkingen uit 
af te leiden, waarbij alle vergelijkingen van gelijken graad 
zijn. De laagste graad, dien men hiervoor nemen kan, is ». 
Men vermenigvuldigt dan de tweede vergelijking (64) achter- 
eenvolgens met gt grML pt ME 2 YT, 
d.i. met de opvolgende argumenten van eene binaire functie 
van den graad ”—,m, en men neemt de argumenten der 
eerste vergelijking (64) als onbekenden aan. Voor de tweede 
vergelijking (64) verkrijgt men dan — m + 1 lineaire 
vergelijkingen, die onafhankelijk zijn van elkaar, waardoor 
men in het geheel ”—m + 2 lineaire homogene verge- 
lijkingen met „+ 1 onbekenden verkrijgt, waarin de 
onbekenden grootheden van den „dee graad voorstellen. 

Het is natuurlijk niet noodig den graad der vergelij- 
kingen, die men uit de vergelijkingen (64) afleidt, zoo 
laag te nemen als mogelijk is. 

Verhoogt men dea graad dezer vergelijkingen met één 
eenheid, dan wordt daardoor het aantal vergelijkingen 
met twee vermeerderd, terwijl het aantal argumenten, 
die als onbekenden in het stelsel lineaire vergelijkingen 
optreden, met één wordt vermeerderd. Men verkrijgt dan 
een stelsel van ” — m + 4 lineaire homogene vergelijkingen 
met ” + 2 onbekenden. 

Voert men den graad der onbekenden tot K op, dan 
verkrijgt men een stelsel van 2A—m—nJ- 2 lineaire 
homogene vergelijkingen met £ + 1 onbekenden, bestaande 
uit k—n + 1 onafhankelijke vergelijkingen met coëfficienten 
Oi, do, U3,..--Ontl en k—m +1 onafhankelijke verge- 
lijkingen met coëfficienten bj, 05, ba, .……. m1. 

De vraag doet zich nu voor, zijn al de lineaire verge- 
lijkingen, die men op deze wijze verkrijgt, wel onaf han- 
kelijk van elkaar of zijn ze wellicht door lineaire betrek- 
kingen verbonden. 

Dit hangt van twee omstandigheden af: 

1. van de waarde, die men aan k geeft; 
2. van het aantal gemeenschappelijke wortelstelsels, die 
aan de vergelijkingen (64) voldoen. 

Voor k=md-n—l is het aantal lineaire homogene 
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vergelijkingen gelĳĳk aan dat der onbekenden, nl. m + x. 
De assemblant der coëfficienten is in dit geval een deter- 
minant van de m + nêe orde. 

Voor k<{m-n—l is het aantal lineaire vergelijkingen 
kleiner dan dat der onbekenden en voor > mnl 
is het aantal lineaire vergelijkingen grooter dan dat der 
onbekenden. 

In het laatste geval zijn de lineaire homogene verge- 
lijkingen, die men verkrijgt, ongeacht het aantal gemeen- 
schappelijke wortelstelsels der vergelijkingen (64), steeds 
door k — (m + n — 1) onafhankelijke lineaire betrekkingen. 
verbonden, wier coëfficienten gemakkelijk zijn op te stellen, 
zooals uit het volgende voorbeeld zal blijken. Er moeten 
dan 2k—m—nd2—(k—mn——ndl) of k +1 lineaire 
vergelijkingen overblijven, welke onafhankelijk kunnen zijn, 
zoodat voor elke waarde van A het aantal onafhankelijke 
lineaire vergelijkingen, die men verkrijgt, hoogstens k +1 is. 

Verder hangt het af van het aantal gemeensehappelijke 
wortelstels, die aan de vergelijkingen (64) voldoen, hoeveel 
van de lineaire vergelijkingen, die men voor een bepaalde 
waarde van k verkrijgt, onafhankelijk zijn. Is het aantal 
gemeenschappelijke wortelstelsels der vergeliĳkingen (64) 
k,, en neemt men k voor den graad der onbekenden, die 
in de lineaire vergelijkingen voorkomen, dan is het aantal 
onafhankelijke lineaire vergelijkingen, die men verkrijgt 
voor k<mJn—l, gelijk aan 2k—m—nt2—-k. en 
voor km n—l, gelijk aan k H- 1 —k,. 

872. Ten einde dit door een voorbeeld toe te lichten, 
wordt „== 4, m==8 genomen. De vergelijkingen (64) gaan 
dan over in de volgende: 


nat dartytas ny? davy Ja, y* =0, 
bi HPT De HY Hb D YP H by YP — 0, 


* De lineaire vergelijkingen, die uit deze vergelijkingen 
voortvloeien, zullen nu ter verkorting voorgesteld worden 
door alleen de assemblanten hunner coëfficienten te ver- 
melden, als volgt: 


(65). 


MOORE 
LPA eet ret 
DOME ROEPT OY u GEN 
brb sm0r 


NOME 0, 


dj dg lg 
dj Ag 

dy 

Denen. De 
Di Ds 

D, 


Ken 


ie de 


Sn 
to 
Sr er 


oa 


Us 
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(69), 
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MOO #9, 
Oi U ds Aj ds bi, 
Orsel Ue De bi 
Aen EE Ds Da 
On U Urd Ie Db, Ds 
dr As ds U, ds Db, 
Di bais Dr met | — a; RLD 
Dieten =d 
Te vete 0 — (3 —Úg 
Orie eDend — (4 — lg 
DieOe MOED, den tn 
ORO —ú 
enz. 


De assemblanten onder (69) en (70) in de tweede plaats 
genoemd bevatten de coëfficienten der lineaire betrekkingen, 
die tusschen de rijen van den eerst vermelden assemblant 
bestaan. 

Dat deze lineaire betrekkingen onafhankelijk zijn, blijkt 
onmiddellijk uit de aanschouwing van de onder (69) en (70) 
in de tweede plaats vermelde assemblanten. 

S 73. Hebben de vergelijkingen (65) gemeenschappelijke 
wortelstelsels, dan vloeit daaruit voort, dat al de stelsels 
lineaire vergelijkingen (66), (67), (68), (69), enz. minstens 
evenveel wortelstelsels hebben. Uit ieder gemeenschap- 
pelijk wortelstelsel der vergelijkingen (65) vloeit nl. een 
wortelstelsel voort voor elk dezer stelsels lineaire verge- 
lijkingen. | 

Hieruit volgt, dat als de vergelijkingen (65) een gemeen: 
schappelijk wortelstelsel hebben, de determinant (68: nul 
moet zijn, en dat zulks ook het geval moet zijn met alle 
determinanten der hoogste orde, bevat in de onder (69) en 
(70) in de eerste plaats vermelde assemblanten. 

Op dezelfde wijze blijkt, dat, als de vergelijkingen (65) 
twee gemeenschappelijke wortelstelsels hebben, alle deter- 
minanten der hoogste orde bevat in den assemblant (67) 
nul moeten zijn, en dat zulks ook het geval moet zijn met 
alle determinanten van de op een na hoogste orde, bevat 
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in de onder (68), (69), (70) enz. in de eerste plaats vermelde 
assemblanten. 

Hebben de vergelijkingen (65) drie gemeenschappeliĳjke 
wortelstels, dan moeten alle determinanten der hoogste 
orde, bevat in den assemblant (66) gelijk aan nul zijn, 
alsmede alle determinanten van de op een na hoogste 
orde bevat in den assemblant (67) en alle determinanten 
van de op twee na hoogste orde bevat in de onder (68), 
(69), (70), enz. in de eerste plaats vermelde assemblanten. 

Hiermede is aangetoond, dat, als de vergelijkingen (64) k‚ 
gemeenschappelijke wortelstelsels hebben, onder de lineaire 
vergelijkingen, die er op de aangegeven wijze uit voort- 
vloeien, niet meer dan k—k, + 1 onafhankelijke kunnen zijn. 

Laat ons nu het geval beschouwen, dat de determinant 
(68) niet nul is. In dit geval zijn de lineaire vergelijkingen 
voorgesteld door de rijen van dezen determinant onaf- 
hankelijk van elkaar, en moet zulks ook het geval zijn 
met de lineaire vergelijkingen voorgesteld door de rijen der 
assemblanten (67) eu (66). De lineaire vergelijkingen (68) 
laten nu geen enkel wortelstelsel toe, zoodat ook de ver- 
gelijkingen (65) geen gemeenschappelijke wortelstelsels 
hebben kunnen. 

In het geval, dat de determinant (68) gelijk aan nul is, 
terwijl de determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant (67) niet alle gelijk aan nul zijn, kunnen de 
lineaire vergelijkingen (67) slechts één wortelstelsel toe- 
laten, zoodat ook de vergelijkingen (65) in dit geval niet 
meer dan één gemeenschappelijk wortelstelsel hebben 
kunnen. 

Op dezelfde wijze blijkt, dat, als alle determinanten der 
hoogste orde bevat in den assemblant (67} gelijk aan nul 
zijn, terwijl zulks niet het gevul is met alle determinanten 
bevat in den assemblant (66), de vergelijkingen (65) niet 
meer dan twee gemeenschappelijke wortelstelsels kunnen 
hebben, enz. 

S74. Er is reeds aangetoond, dat uit ieder gemeen- 
schappelijk wortelstelsel der vergelijkingen (65) een wor- 
telstelsel voor elk der stelsels lineaire vergelijkingen (66), 
(67), (68), (69), enz. voortvloeit. Omgekeerd kunnen de 
gemeenschappelijke wortelstelsels der vergelijkingen (65) 
worden afgeleid uit de onafhankelijke wortelstelsels der 
stelsels lineaire vergelijkingen (66), (67), (68), enz. Teneinde 
dit aan te toonen worden de determinanten bevat in de 
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verschillende assemblanten op de bekende wijze voorge- 
steld door eene enkele leiter, maar met vermelding van 
den graad der onbekenden, als volgt: 


l. de determinanten der hoogste orde bevat in den assem- 
blant (66) door tAra, *Aas, enz. 

2. die uit den assemblant (67) door SA,, %As, enz. 

3. de determinant (68) door SA; 
de onderdeterminanten van (68) door SA, AL, enz. 


Men kan nu voor elk der stelsels lineaire vergelijkingen 
voorgesteld door de rijen van de assemblanten (66), (67), 
enz. de eindvergelijkingen opstellen tusschen opeenvolgende 
onbekenden en daarna die onbekenden weer vervangen 
door de argumenten, waarvoor zij in de plaats staan. 

Op deze wijze verkrijgt men uit den assemblant (66) de 
eindvergelijkingen : 


tAus 0? J “A3s Ty + “Aas y* = 0, 
kAar 0? JiM WY Jr tAagy == Oren 
tA53 Eos Je Ars XY + tAro JN 


uit den assemblant (67) de eindvergelijkingen: 


AGT HSA, y=0, 
Ast HA, y=0, 
ATH HBA ye=Orr ATA En 
SAst HBA, y=0, 
Agt + PA, y=0, 


Is nu de determinant (68) gelijk aan nul, terwijl de 
determinanten der hoogste orde bevat in den assemblant 
(67) niet alle gelijk aan nul zijn, dan hebben de verge 
lijkingen (65) één gemeenschappelijk wortelstelsl, hetwelk 
bepaald wordt door elk der vergelijkingen (72). 

Zijn alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant (67) gelijk aan nul, terwijl dit niet hel geval 
is met alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant (66), dan hebben de vergelijkingen (65) twee 
gemeenschappelijke wortelstelsels, die bepaald worden door 
elk der vergelĳĳjkingen (71). 

Zijn alle determinanten der hoogste orde bevat in den 
assemblant (66) gelijk aan nul, dan hebben de vergelijkin- 
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gen (65) drie gemeenschappelijke wortelstelsels, die bepaald 
worden door de tweede vergelijking (65) alleen. 

S75. De in de vorige paragraaf toegepaste methode is 
wel de eenvoudigste om te onderzoeken, hoeveel gemeen- 
schappelijke wortelstelsels twee homogene vergelijkingen 
met twee onbekenden hebben, en om deze wortelstelsels 
te bepalen. 

Op te merken valt, dat men ook de methode kan toe- 
passen, die in $68 en in $ 70 in het geval van één vergelijking 
gebruikt is, en dat men daardoor dezelfde uitkomsten 
verkrijgt. | 

Bepaalt men uit de lineaire vergelijkingen voorgesteld 
door de rijen van den determinant (68) de eindvergelij- 
kingen, dan verkrijgt men steeds tot uitkomst 


GAS 0 


welke „ + m— 1 =6 termen men ook uit de vergelijkin- 
gen (68) elimineert. 

Deze vergelijking drukt de voorwaarde uit, die vervuld 
moet zijn, zullen de vergelijkingen (65) gemeenschappelijke 
wortelstelsels hebben, 

In het algemeen noemt men bij een stelsel vergelijkingen 
die functie der coëfficienten, die gelijk aan nul gesteld 
de voorwaarde uitdrukt, dat het stelsel vergelijkingen een 
eemeenschappelijk wortelstelsel toelaat, den resuttant van 
het stelsel vergelijkingen. 

In het beschouwde voorbeeld is dus éA of de determi- 
nant (68) de resultant der vergelijkingen (65). 

876. Opmerkelijk is het, dat uit ieder der stelsels 
lineaire vergelijkingen, voorgesteld door de rijen van de 
verschillende assemblanten (66), (67), (68), (69) enz. de 
resultant der vergelijkingen (65) kan worden afgeleid, als- 
mede de vergelijkingen, die de gemeenschappelijke wortel- 
stelsels leveren. 

Bedient men zich uitsluitend van den determinant (68), 
dan is 6A de resultant. Laat men uit dezen determinant 
een der rijen weg, kan verkrijgt men een assembiant, 
waarvan de determinanten der hoogste orde de coëfficienten 
der vergelijkingen (72) opleveren, bijv: 


SALT ALY == 0, 
6 AC 6 AC Een 
AED HCA5Y =0, enz, 
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Laat men uit den determinant (68) twee rijen weg, dan 
verkrijgt men een assemblant, waarvan de determinanten 
der hoogste orde de coëfficienten der vergelijkingen (71) 
opleveren, bijv: 

DARLD HVA OU A Ary’ =O, ONZ 

Uit de assemblanten (69), (70), enz. wordt de resultant 
der vergelijkingen (68) verkregen door een der determi- 
nanten der hoogste orde uit den eerstvermelden assem- 
blant te deelen door den supplementairen determinant 
uit den in de tweede plaats vermelden assemblant, bijv: 


m 9 8 

BN BAG 
of DD enz 

Tis 2 P4 

bs b, 


Ook door voor k kleinere waarden te nemen dan 
nd mM—l—=66 

kan men den resultant der vergelijkingen (65) vinden. 

Daartoe leidt men uit de assemblanten (66) en (67) eerst 
de vergelijkingen (71) en (72) af. Uit de twee eerste ver- 
gelijkingen (72) vindt men als resultant der vergelij- 
kingen (65): 
Ae 'As 
vAs RAS 


en uit de drie vergelijkingen (71): 


h Á 

tAus tA3s “Azn 
tAz. “Aon “Aug 
1 h KD 
A23 “Ar3 “Ano 


Men verkrijgt op deze wijze voor den gezochten resul- 
tant vormen van hoogeren graad dan door toepassing der 
methode van $74, hetwelk wijst op factoren, waardoor 
bedoelde vormen deelbaar moeten zijn. 


c. Wortelstelsels, die te gelijk voldoen aan drie 
of meer vergelijkingen. 


S77. Zullen er gemeenschappelijke wortelstelsels voor 
drie of meer homogene vergelijkingen met twee onbekenden 
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bestaan, zoo is het noodig, dat de resultanten dezer ver- 
gelijkingen twee aan twee gelijk aan nul zijn, maar deze 
voorwaarde is niet voldoende. want, zoo deze voorwaarde 
vervuld is, kan het zeer wel gebeuren, dat bijv. het 
wortelstelsel, dat gemeen is aan de eerste en tweede ver- 
gelijking, een ander is dan dat, hetweik gemeen is aan de 
tweede en derde vergelijking, enz. 

Houdt men het oog op het verhandelde in de vorige 
afdeeling, dan is het niet moeilijk de voorwaarden op te 
stellen, die vervuld moeten zijn, zullen drie of meer 
homogene vergelijkingen met twee onbekenden een gemeen- 
schappelijk wortelstelsel hebben. Daartoe leidt men uit 
deze vergelijkingen een stelsel lineaire vergelijkingen af, 
wier onbekenden argumenten vertegenwoordigen van den 
graad, dien men zou moeten nemen, om den resultant der 
twee vergelijkingen van den hoogsten graad in den een- 
voudigsten vorm te verkrijgen. 

Voor de vergelijkingen: 


a, RS + ao A2 Y + az y? Ha, YP =0, 
b, 42+ bov Y + bz y? — 0 
UP Con YH C3 YP —.0, 


(13 


moet men dus nemen £=4. 

Zullen deze vergelijkingen nu een gemeenschappelijk 
wortelstelsel hebben, dan wordt daarvoor vereischt, dat 
alle determinanten der hoogste orde bevat in den onder (74) 
eerstvermelden assemblant : 


dj Qs A3 04 0 
Aj Ag dz Oy 0 
bi bs Da — (5 

b, by b3 ’ — (3 (74) 
Cy C5 C3 bi 
OCO OE bs 


gelijk aan nul zijn. 

Daar de rijen van dezen assemblant verbonden zijn door 
eene lineaire betrekking, waarvan de coëfficienten bevat 
zijn in den onder (74) in de tweede plaats vermelden 
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assemblant, zoo blijkt daaruit, dat de determinanten bevat 
in de zes laatste rijen van eerstgemelden assemblant deel- 
baar zijn door bepaalde factoren, hetwelk nog eenige 
vereenvoudiging aanbiedt. 

Voor de vier vergelijkingen: 


Qy XPH Ado WY + az y= 0, 
bi 2 boay + sy? =O, 
tt Cy Ty + C3y* = 0, 
dd, VH dj zy + dz YX? =O, 


moet men nemen k=83. Als voorwaarde, dat deze verge- 
lijkingen een gemeenschappelijk wortelstelsel hebben, vindt 
men nu, dat alle determinanten der hoogste orde bevat in 
den assemblant: 


(75) 


dy ds d3 

bi Os bs 
bi 05 b3 

CU Cg |. er 
Ci Cg C3 

di d5 d3 
d, ds d3 


gelijk aan nul moeten zijn. 


2. Het bepalen der gelĳke wortelstelsels. 
ad. Een enkele vergelijking. 


S78. Uit de leer der hoogere-machtsvergelijkingen is 
het bekend, dat, als eene vergelijking gelijke wortels heeft, 
deze ook moeten voldoen aan de afgeleide vergelijking, en 
wel met dien verstande, dat, als de oorspronkelijke verge- 
lijking een zekeren wortel k-maal bevat, de afgeleide ver- 
gelijking dezen wortel 

Hieruit volgt, dat, als eene homogene vergelijking met 
twee onbekenden «# en 4 gelijke wortelstelsels heeft, dit 
wortelstelsel ook moet voldoen aan elk der afgeleide ver 
gelijkingen, die men verkrijgt door de oorspronkelijke ver- 
gelijking te differentieeren naar x en naar g. 
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Hiermede is de weg aangewezen, dien men volgen moet 
om te onderzoeken of eene homogene vergelijking met 
twee onbekenden gelijke wortelstelsels heeft en, zoo ja, 
om deze te bepalen. De methode, die in de leerboeken 
der hoogere algebra wordt aangegeven, bestaande in het 
zoeken van den grootsten gemeenen deeler van twee stel- 
kundige vormen, is hierbij geheel overbodig. Eenvoudiger 
is het de methode toe te passen vermeld in S$74. 


(Wordt vervolgd). 


Ken meetkundig bewijs voor de formule: 
sin3d==38sin Dd —4 sin® d, 
DOOR 


G. D. RASCH (Heemstede). 


We zetten op een cirkel met willekeurigen straal a drie 
gelijke, doch verder eveneens willekeurige bogen af, naast 
elkander. „We verbinden de deelpunten A, B, C en D met 
het middelpunt O , | De 
en verder A met D. fi 
Nu noemen we (zie | 
figuur) L£ AOD:2J, 
dus | 


z AOB == ie Be 

L COD: 2. 
Verder noemen we 
ee shel ADEN 
AD ab en. BE: d. ON | 
Nu is, zooals ge- : 
makkelijk na te guan is A ABE »/ OAB. De laatste Is 
gelijkbeenig, dus de eerste ook, dus is AB=— Re 
Evenzoo is \ CDF gelijkbeenig, dus FD ook =c en EF — 
b—2e. Uit de gelijkvormigheid der AA ABE en OAB 
volet nu: | 


Ee Of a BLOTE Aret lee tel (IE) 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 6 
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Verder is A OBC OEF, waaruit volgt: 
a:(a—d)=ce:(b—2e) of ab + de —3ac=0 . (8). 
Elemineeren we uit (1) en (2) de grootheid d, dan 
krijgen we: 
cS—3ateda2b=0, *) 
waarvoor we ook kunnen schrijven: 
D SNE: b cö 


A enal OS 
of volgens de figuur: 
sin == 3 sin 44 — 4 sin® } Jb, 
of als we „== 3D stellen: 
sin38P=38sind —4sins d. 


Bepaling van het middelpunt van Rrachten 
gelegen \n een plat vlak 


DOOR 


G. C. DIBBETZ (den Helder). 


In den eersten jaargang blz. 38 van het W.T. is dit 
onderwerp reeds door den heer 
Krediet behandeld geworden; 
het zij mij echter vergund een 
andere methode te volgen. 
Indien men alle krachten 
eenzelfden hoek ® om hun 
aangrijpingspunt draait, blijft 
de grootte der resultante 
onveranderd, en deze zal in 
den nieuwen stand een hoek 
D maken met de resultante 
der gegeven krachten, want 
de krachtenveelhoek, met be- 
hulp waarvan men de rich: 
ting en grootte der resultante in den nieuwen stand bepaalt, 


*) In zijn opstel: „Eigenschappen van een bijzonderen driehoek” 
(Zie vorigen jaargang, blz. 233) komt de heer Tummers tot dezelfde 
formule, doch langs anderen weg. Er zij hier daarom op gewezen 
dat bovenstaand artikel reeds bij de redactie berustte, toen het opstel 
van den heer T. in druk verscheen 
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kan men krijgen door den krachtenveelhoek, die gediend 
heeft om de richting en grootte van de resultante der gegeven 
krachten te construeeren, een hoek ® om een punt in ’t vlak 
gelegen, te doen draaien. 

Bepaalt men nu de som der momenten van de krachten 
in den nieuwen stand t.o.v. een punt Q (x,”1) in het vlak, 
en stelt men daartoe den afstand van het aangrijpings- 
punt Ax (ax, be) van de kracht P‚ tot Q gelijk d, en de 
hoeken, die dx en P„‚ respectievelijk met het positieve deel 
van de X-as maken, ex en @,, dan vindt men 

z P‚ dz sin (m — an + Br + PD) = 
z Pr du Sin (ai — Br — ®). 
Wanneer Q een punt van de resultante is, moet 
z Ps dr sin (an — Bx — D) =0, 
6) 
cos D= P, dr sin (er — Br ) —Sin DE Ps dr COS (ux — Br ) =O. 

Kan men nu een waarde voor y en een waarde voor w 

bepalen, zoo, dat voor die waarden 

SEL di. sin (un — 8x) 0 en sap, dl, COS (ax — Bx ) — 0, 
dan zijn dat de coördinaten van een punt van de resul- 
tante voor iederen stand der krachten, dien men krijgt 
door ze eenzelfden hoek om haar aangrijpingspunten te 
draaien. 

Men vindt 

=P», dr sin zp COS Br — E Pr dr COS ax sin Br =O 
EP du COS zr COS B H- 2 Ps dr Sin ex sin Br =O 
En, wanneer men de projecties.der krachten op de X-as 
en Y-as respectievelijk aangeeft door Xen Yx, endie van 
de resultante door X en Y: 
en (Dz, ee (Cz ni) EE 0, 
Dn (dr — X) Jr Yr (br — 1) — 0| 
VAR NSE Yr li — EE Är Die 3 
Krt NEE Aa Ur FZ Dre 

Hieruit vindt meu voor de coördinaten van het middel- 
punt van Krachten in een plak vlak: 
zer An U Jz Yr br) + Y (TE Yr an — BN De 
== Re 
8 ee ALD Ar dE Yr De) — X(E Yr Ap —E Xr Dx): 

Di Tt 


HX 


1 
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Over de kwadratuur van een deel der ellips 


DOOR 


J.N. VISSCHERS Cs Hertogenbosch). 


2 2 
Zij — D -Hl=0 de verg. op een rechthoekig coördi- 


natenstelsel van de ellips ABCD, en 0222 +a2y2— ab? }p/2 =0 
die van de ellips OFGH, die tot halve assen heeft 1/, a V/2 
en t/,b}/2. Nu is ’t gedeelte FCHG van de 2d° kromme, 
dat buiten de 1*t ligt te kwadrateeren. Voor de snijpunten 
der twee ellipsen vindt men (Lal/2, +bW/2) en (La l/2, 
—_ }bW/2). De oppervlakte van FCHG is dus gelijk aan 


de helft van OFGH, di. 4, zab, verminderd met ’t stuk 
CFKH der ellips ABCD. Alzoo 


À 5 De 
PCHG=Yy, rav —2 | We Berlan 
ar 2 GE | 


Ree Aar 
la 2 
Lb 


tt en 
=| mub liga bh + Yab) lab. 


x 
= Ì/,7 — 12) + La? Bg sin — 
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Construeert men twee gelijke cirkels M en N, die elkaar 
in O uitwendig raken, en uit O als middelpunt een 3den 
cirkel, die zoo groot is als de beide andere samen, dan is 
’t gemakkelijk in te zien, dat de halvemaanvormige figu- 
ren AFDG en BECH ieder gelijk zijn aan de driehoekige 
figuren AKBO en DLCO, en ook ieder gelijk aan de helft 
van AGHK. Projecteert men nu alles op een plat vlak 
evenwijdig aan de lijn MN, dan heeft men onmiddellijk 
een figuur als onder I, en ’t bewijs voor de kwadratuur 
van ’t bedoelde stuk volgt terstond. 


Berekening van den meetbaren wortel uit 
derdemachts-vergelijkingen 
DOOR 
P.N. VAN DER BRUGGE 
(Meppel). 


Elke derdemachts-vergeliĳjking kan door de bestaande 
methoden teruggebracht worden tot den vorm 23 — ax —b=—=0. 

Verder kan men onderzoeken tusschen welke 2 opeen- 
volgende geheele getallen deze bestaanbare wortel gelegen 
is. Gesteld, dat deze ligt tusschen m en m + 1, dan zal 
men dien wortel kunnen voorstellen door m +» of door 
mt 1l—g, waarin m bekend is, doch p en q onbekend 
Zijn en samen — 1, 

Brengen wij in onze verg. — ax —b naar het 2de lid, 
zoo heeft men 

v—=axr Hb 

en daar x? een volkomen derde macht is, zal ax + b dit 
eveneens moeten zijn. 

bubstitueeren wij hierin de waarden #—=mJ-p en 
L= Md 1—g, zoo ontstaan de volgende vergelijkingen 


(nm Hp) = a (Mm + Pp) Hb, en 
(nm 1—gP=almd lg) +, 
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welke na herleiding worden 
(Jp == (AM Hb AP re 
(m1 —gq=(amadt-b)—ag. . . . (8). 

Uit (1) volgt dat bij (am + b) een getal moet worden 
opgeteld om het 2de lid tot een volkomen derdemacht te 
maken, en uit (2) dat van (am + a + b) een getal moet 
worden afgetrokken. 

Omdat (Mm + p)? — (m + 1 — q)? is, zullen ook de 24° leden 
der beide vergelijkingen aan elkander gelijk moeten zijn. Wij 
hebben nu een 3de macht te bepalen grooter dan (am + bj) 
doch kleiner dan (am + d + b), waarvoor tevens a(p + q)=a 
of p Hqg=l is, (want volgens het gestelde isp = 1 — g). 

Tevens volgt hieruit, dat zoo er geen 34e macht tusschen 
(am + b) en (am + a +6) ligt, waarvoor p +-q=l is, de 
wortel onmeetbaar is. | 

Passen wij het verklaarde op de volgende voorbeelden toe. 


1e voorbeeld. 
01 al 1330 


TA es 
Een wortel ligt tusschen 1 en 2, dien wij nu gelijk 
stellen aan 1 + p of 2—g. Men verkrijgt dan na substitutie 
LO lend 1330 
Bn AE Ee 
Lr DET Ten 


202 101 1380 


3 


zeps SE ee MEEK ee hee 
Berta sad Asen 
DAAT 101 3559 Mi 
MN Ee DN Det Rae! 
Ot (LONS Tat er Te 


De te bepalen 34° macht moet nu liggen tusschen 
2441 8552 
1381» 1580 

[Nu liggen tusschen deze grenzen oneindig veel 3de 
machten, doch de gegeven verg. kan geen andere meetbare 
gebroken wortels hebben, dan die welke 11 tot noemer 
hebben (zie Rahusen, Lessen over de Hoogere Algebra SS 77, 
80 en 114), }) zoodat wij slechts te zoeken hebben naar 
de geheele derde machten gelegen tusschen 2441 en 8552. 
Wij vinden dan 2744 of 145, en 3375 of 155, en hebben nu 


1 


Het geplaatste tusschen haakjes [] is een opmerking van den 
heere DrANaneLhiaf (6 ASS 
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alleen te onderzoeken of ze dan wel En voldoet. Men zal 


vinden tot wortel ie men vindt dan 


101, _ 2744 2441 101 _ 3552 2744 
RSS iste Tendmrgar P 1581 


101 303 101 808 
an EE 121 f issr 
LE: ers 
Tk EEn 
29 voorbeeld k 
5 
rn el 


Na onderzoek zal blijken, dat één wortel ligt tusschen 
s en 4, dien wij dus zullen voorstellen door 8 +-p of 4—g, 
men verkrijgt dan 


Gtp U pant OE, 


5 Rn 


ee en MZ 
4 0? = 2 Ae 


25 5 5% 
s et ed et as de gat 
(3 + p) nend 4 —g =42 S= 4, 


7419 9162 5 
ER EENS 
De te bepalen 349 macht ligt nu tusschen 216 
9162 ek 1 … 6000 20: 
D16 en daar hier alleen tusschen ligt DIE of |= 5 \ heeft 
men 
her A er 
Bp) en dol). 
ln a 
+ p= B q Bl a 


88 


3° voorbeeld. 


195 14 
nee leek 
121 ze Th, 
de wortel ligt tusschen 1 en 2, dus 
195 MD 
B Bos. 
Te ori En BE 
300 05 14 
zere Re 
ad vei er nas 
ADS rel DE 4304 195 
3 dee te An 
LED Sia art Er Te 
he 2159 _ 4304 pe 
Nu liggen tusschen 1381 en 1381 de volgende 34 machten 
1e Ek ZIE En Om Ber 4096 
183 ln 1 ALS SL Le 11 Sad 


GL waarvan bij beproeving alleen ke voldoet. 


Men kan echter in dusdanig geval de grenzen nauwer 
stellen, b.v. p +q=}t enz., waardoor het aantal beproe- 
vingen zeer beperkt wordt. 


Rechtstreeksche oplossing 
der volledige 4de-machtsvergelijkmg, volgens 
de methode van Descartes (gewijzigd) 


DOOR 


H.G. A. VERKA ART (Haaksbergen). 


Bij pogingen tot rechtstreeksche oplossing der 44° machts- 
vergelijking zal men in ’t algemeen eerst trachten de 
meetbare factoren van den 1Steì graad op te sporen en 
indien deze ontbreken die van den 2den eraad. Bij het 
laatste gaat men dan meest daarvan uit, dat de bekende 
termen der 2de machtsfactoren als product den bekenden 
term der vergelijking moeten opleveren. Heeft men b.v. 
als bekenden term — 3, dan probeert men de ontbindingen 


89 


(a? dk 3) (42 +12 —1) en (W? J- kr —3) (12 Hv + 1). 
Door gelijkstelling der coëfficiënten krijgt men drie verge- 
lijkingen voor k en 4. Men lost uit 2 dezer k en l op en 
ziet of deze waarden ook aan de 34° vergelijking voldoen. 
Zoo ja, dan is de ontbinding mogelijk; in het tegengestelde 
geval niet. 

Eerst wanneer deze pogingen mislukt zijn of als de 
bekende term wat veel deelers heeft, neemt men tot een 
der reductiemethoden zijn toevlucht. Meestal wordt die 
van Descartes gebruikt. De leerwijze van Euler is meer 
van theoretische dan van practische waarde, terwijl die 
van Ferrari, getuige het artikel van den heer Gravelaar 
in dit tijdschrift, in de handboeken meest door afwezigheid 
schittert, dus vrijwel onbekend is. 

Nu heeft de methode van Descartes, hoe verdienstelijk 
ook, het nadeel, dat men eerst den 2den term moet doen 
verdwijnen, wat soms weer heel wat cijferwerk geeft. De 
eenige toepassing trouwens, die in Lobatto-Rahusen voor- 
komt, is reeds aldus geprepareerd. 

De wenschelijkheid springt alzoo in ’t oog, de manier 
van Descartes zoo te wijzigen, dat men, evenals bij die 
van Ferrari, niet noodig heeft den 2den term te verdrijven, 
alvorens men een tot den 3den graad gereduceerde verge- 
lijking kan vinden. 

Het volgende is een poging om een bruikbare manier 
daarvoor aan te geven. 

Stelt men in de 44° machtsvergelijking 


F (@)=at dant dba derd d=0 
voor de factoren van den 2den eraad 
(EEH ML HN} H My © HIN, 
dan krijgt men ter bepaling van me, », m; en n‚ de vol- 
gende vergelijkingen: 


ASD EC Nr OR DE 
RORE Mr EM OUDE NE este ntt Veentltalad oe zr (B) 
TUA de A GJ 
ODE et NEE VENEN C 9 


Bij een oplossing door rechtstreeks drie der onbekenden 
te elimineeren stuit men op een eindvergelijking van den 
Gden vraad, die niet van den 3der machtsvorm is. 

Door geschikte manceuvres en het aannemen van hulp- 
onbekenden kan men er evenwel in slagen als eindverge- 


90 


lijking een 6%° machtsvergelijking van den 8der machtsvorm 
te krijgen, b.v. op de volgende manier. 
Wij stellen 
MMT El or ere na 
NM =S re te arte EE 
Uit (1) en (5) 
mm, — + (ad? — r?). 


Dits 2) 
nd-Nj=b—tlaAr—) ot de 
Uit (6), (7) en (4): 
Bent: Ulenbelt on er 


Dit is een eerste betrekking tusschen ” en ss: "Een 
tweede betrekking vinden we door in verg. (3), waarvoor 
we kunnen schrijven: 

(Mm + Mi) MH NV) — (M — Mij) (Nn — Nij) =èe, 
de waarden voor m + mm, enz. te substitueeren. 
ajb tar rs= 2e EE eN 

Elimineeren we s uit (8) en (9), dan wordt de resultee- 

rende vergelijking: 
re (a2H2f)rt (ff? 2arft4aec—4d)r— 
—_ (af —2c?—=0. 

Hierin is ter bekorting b — }a? vervangen door /. 

Ofschoon het beoogde doel bereikt is en we hier van 
een resolvente zoude kunnen spreken, is het resultaat 
toch niet van dien aard, dat wij er ons door bevredigd 
gevoelen. Wij zullen daarom trachten langs een anderen 
en beteren weg tot ons doel te komen. 

Daar het product nn, gelijk moet zijn aan d, trachten 
we d in factoren te ontbinden. We schrijven d als ’t 
verschil van twee getallen, die we als vierkanten be- 
schouwen. Zijn » en », meetbaar, dan zullen deze getallen 
ook werkelijk volkomen kwadraten blijken te zijn, zooals 
gemakkelijk in te zien is. We laten echter het al of niet 
meetbaar zijn van den wortel uit de twee getallen in ’t 
midden en stellen: 


d= 8" — 8? = (Sj J 59) (S— 5). 
Nemen we nu 


nn == Sj + 5, 
ha Weme nr 2 
dan is aan de betrekking ”n, =d voldaan. Bovendien 
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kunnen we met een onbekende s (=s,) volstaan, daar 
ss == W(8;° —d). 
We stellen dus 
n =8 + (sd). 
/ ny =s— (Ss? —d), 
dan wordt 


ON een oee (10). 
Verg. (3) wordt nu ook eenvoudiger, nl: 
(nm + m‚) s — (M — my) V(s2 —d)=e . . … (11). 


Uit (1) en (2) vinden we gemakkelijk: 
_M—-mj= en Ob 4) 


Substitueeren we nu in (11) de waarden voor m + m, 
en m— m,, dan hebben we 


ast W(s* —d) (a? —4b A88) =c. 
Na herleiding 


85° + (a2—4b)s2—8ds—(a?—4b)d= 
— as —Zacst C?, 
of 8s3—4bs2H2Is(aec— 4d) —(a?—4b)d—e?=0 (12). 


Dit resultaat is haast even eenvoudig als de resolvente 
van Descartes. Gaat men van een vergelijking zonder 
2den term uit, dan wordt de vergelijking voor s: 


8s3—4bs2—8dst4bd—e?=0 . . . (13) 


Zoowel in (12) als in (13) kan men desnoods 2s als 
onbekende nemen. Dikwijls echter kan men vereenvoudigen. 

Heeft men uitv (12) een waarde van s gevonden, dan 
kan men #”, ”, m en my zeer eenvoudig bepalen en daarna 
de 4 waarden voor x. De formules, waardoor ze zonden 
voorgesteld worden, zijn niet eenvoudig. Ik acht dit echter 
allerminst een bezwaar. Bij de gewone manier van Des: 
cartes zal toch zeker wel niemand van de formules gebruik 
maken, maar ieder zal denzelfden weg als Descartes volgen 
om tot de gereduceerde vergelijking te komen, en daarna 
x uit de resulteerende vierkantsvergelijkingen berekenen. 

Voor het geval a—=0 worden de formules echter ook 
hier niet bijzonder gecompliceerd, nl: 


ed eer tb VAS 
OL (ZS DEI be bd VS — d)}. 
Wij willen nu bovenstaande theoretische beschouwingen 
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aan de practijk toetsen door eenige vergelijkingen op te 
lossen. 
TL. mtd? t4r—3=0. 
(Lobatto— Rahusen, blz. 261, No. 6. 


A. Volgens Descartes: 
F (@) = (2? + man) (1? — man), 


mnl, 
—_ M(N — Nij) =4, 
ORR 
Hieruit 

nn, = m2 1, 

dE, 

mn. 

16 

aa bor ee 

me 2 mtd m2—16 == — 12 m?, 


me 2 mtd 13 m2 — 16 —=0. 


De som der coëfficiënten is O, zoodat de vergelijking een 
wortel 1 heeft: 


mi=1, m==l, 
nn, =8, n= d, 
Nd, Nd: 
Factoren Hal en 28. 
Hieruit Le Al ER 


en #—=t(l 4-11). 
B. Gewijzigde methode. 
F (x) ={x? mats Ws +3} {w? — Mx Hs — V(s* +3). 


—_ mt 2s—=l, 
—_ 2 ms? +3) =4. 
Hieruit m2 (s2 + 3) = 4, 


(2s—1)(s* + 3) =4, 
2s2 sbs =0. 
Diar de som der coëtticiënten. 0 is, iser een wortels 


Vs 43) =2, m nn 
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Factoren 
rtl Wart lW) == 
— (2 — vd 3) (U? 4-4 — 1). 
In dit voorbeeld geeft dus de gewijzigde methode niet 
veel bekorting. 
HL. zf—1222 12430. 

(Lobatto— Rahusen, blz. 249, No. 6). 

A. Volgens Descartes. 


—_ MA n dm 12, 
— Mm (Nn — Nn) == 12, 
Ned, 
144 


mb — 24 mt + 156 Mm? — 144 = 0. 
Bij onderzoek blijkt een meetbare wortel m2 == 12 aan- 
wezig te zijn. 


n—-y=—-28, 
n=—}V8, mEt WV3. 

Factoren (224 2x8—[MW3) (a? _—2x8 4-3). 

Wortels x=—lV3tW8—+H N83), 

en zt W3+ [W+ 3). 
B. Volgens de gewijzigde manier. 
—_m2d-2s=—=——i2, 
—_ Zan Ws? + 3) = 12, 
(s J- 6) (52 + 3) == 18, 
ssd 6s2H3s=—=0, 
12 
SO PA — 23. 

Factoren (22 — 2x3 +3) (a? +2x}3—\y3). 

Hier loopt de tweede oplossing dus eenvoudiger af, 
doordat de wortel s=0 direct in ’t oog springt, terwijl 
de wortel der resolvente 212 niet zoo spoedig ontdekt 
wordt. 

HI. vt 24316422146 =0. 

Hierin moet de 2de term verdreven worden. Stellen we 

x—=ty, dan wordt de vergelijking: 
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al aart er rend 
yr d- 45 —64y2— 168 y — A6 =0. 
We vermeerderen de wortels met 1: 


1 ZN — 64 08 — 96 
Zl RRS en rr 101 
1 18 E67 ra BEET 
dsl eel A 4 69 
1 42 — 69 EE 
ed Rt 
1 TE 
el 
Van APO) 


De vergelijking wordt nu 
2e 7022322 5=0. 
Verder volgens Descartes oplossende hebben we 


—_ ME nn HN, =— 70, 
— Mm (Nn — Ny) = — 32, 
nn, =5, 
(m2 — 702 — el — 20, 


me — 140 m* 4 4880 m2 — 1024 =0. 


Bij onderzoek blijkt deze vergelijking-een wortel m?== 
64 te bevatten. 


Verder 
Nn Nj=—b, 
Oe Zn 
n=—l, N=. 


De ontbinding is dus 
(22 82 — 1) (22-825) =0. 

De wortels van de verg. in z zijn: 

z=—4 WIT en e= +4 + W2I. 
Die van de verg. in y: 

y=—btWI7 en y=H3+-W21l. 
Die van de verg. in x: 

L=tl—5tEl 17) en v=t(8 + W21). 


95 


Gebruikt men, na den 2den term verdreven te hebben, 
de bovenbehandelde methode, dan heeft men 
—_ Ms =— 70, 
—_ 2m Ws’ —5)=— 32. 


Hieruit 
(s + 35) (s2 — 5) = 128, 
ssd 3582 —5s— 303 =0, 
Wortel s=—ö, 
16 
ss _—_—5=4; M= POET 0 
Factoren 


(22 4-8 —3 2) (a? — 8 —3—2), 
of (22484 —l) (xt? —8v— 5). 
Ook in dit geval is de wortel der resolvente volgens 
de gewijzigde methode veel gemakkelijker te vinden. 
Nog eenvoudiger is het direct de oorspronkelijke verge- 
lijking volgens de nieuwe methode op te lossen. 


Stel 
F (#) = {2 Jm LH Ss J W(S2 + 6} {a + m; Tds Vs +6), 
dan krijgen we de vergelijkingen : 
m Jm, =2, 
mm, J2s=—l16, 
(Mm + Mi) s — (M — my) Vs? + 6) = — 21. 
Uit de eerste 2 vergelĳĳkingen volgt: 
| mm 2W(2s +17), 
zoodat de vergelijking voor s wordt: 
Is +2AW(2s H- 17) (s2 + 6) =— 21, 
Hierin s,=?2s substitueerende en het wortelteeken 
verdrijvende vinden we: 
s,° + 165,*— 185, — 33 =0. 


Deze verg. heeft een wortel s, —= — 1, 
dus ne 
We? + 6)=2}, 
A8 2l 20 
M — My = EE: eN 8, 
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Factoren (2542 (a2—Sr—t—2, 
of (2454 2) (4? —3 4 — 3). 

Wij komen dus heel wat gemakkelijker tot ons doel 
dan door geheel de methode van Descartes te volgen. 

In ’t begin van dit opstel is reeds op den voorgrond 
gesteld, dat men, vooral wanneer de bekende term niet 
te veel factoren bevat, eerst door gewone ontbinding van 
dezen de tweedemachtsfactoren zal zoeken. Dit had bij de 
Iste behandelde vergelijking kunnen gebeuren, en ook bij 
de 3de. De oplossingen daarvan zijn dan ook alleen be- 
handeld om het verschil te doen uitkomen. 

Ten slotte willen we een vergeliĳking behandelen, die 
bij onderzoek wel 4 bestaanbare wortels blijkt te bezitten, 
maar geen meetbare factoren van den eersten of van den 
tweeden graad. 


IV. afd m4 1 =0. 


Eerst zullen we oplossing volgens Descartes verkort 
mededeelen. 
Stellen we z=ty en verdrijven we de breuken, dan 
wordt vergelijking: 
yet 4 ys — 64 y2— 256 y J 256 —=0. 
Na de wortels met 1 vermeerderd te hebben: 
ze 7022 — 1202 4 445 = 0 
De resolvente hiervan blijkt te zijn: 
me — 140 mt + 3120 m2 — 14400 =0. 
Bij onderzoek blijkt deze een wortel m?= 20 te hebben. 


MV 
nd M= M2— 70 =— 50, 
— 120 
Or en paie an 12 V/5, 
n=—_25H6W5, mj, =—25—6 5. 


Factoren: 

(2d 2252565) (2 — 225 —25—6 5). 

De waarden van z zijn hieruit te vinden, daarna die 
van y en die van %. 

Om begrijpelijke redenen zijn van deze oplossingswijze 
alleen de resultaten meegedeeld. 

Pakken we nu de vergelijking IV rechtstreeks aan 
volgens de nieuwe manier en stellen 
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F (x) = 
mede Dr Hide Vk 
dan hebben we 
mdm =l, 
mm, d2s=—4, 
(M HM) 8 — (M — Mm) V(s2 — 1) = —4. 
Hieruit volgt: 
en ek DAE dE 
853 J 1682 — 16 s — 33 =0, 
sy d4s2—8s, — 33 =0, 


Sj =—8, 
s=— HH. 
pils =4/5, 
m — m5, 
m=t(l WVB), Mm =}(l—W5). 


Factoren: 
en le) tt (3 VAD) 
en zt tzr(l—W5)— (3-5). 
Wortels zijn: 
vti Wb 30 —6 B) 
en ti lbe5 + VO 6/5). 

Uit het bovenstaande meen ik de volgende conclusie te 
mogen trekken: 

Wil men een volledige 4de machtsvergelijking recht- 
streeks, zonder benadering, oplossen en vindt men geen 
meetbare factoren van den Isten graad, en ook niet spoedig 
of in ’t geheel geen meetbare factoren van den 2den graad, 
dan verdient het de voorkeur volgens de gewijzigde me- 
thode van Descartes, en niet volgens de oorspronkelijke 
te werken: 

lo. omdat de bewerking van het verdrren van den 2den 

term kan vervallen; 

20. omdat een eventueele meetbare wortel der resolvente 

meest veel gemakkelijker te vinden is; 

30. omdat de wortels direct kunnen Taen opge- 


schreven, daar ze geen veranderingen hebben onder- 
gaan. | 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 1 
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Nog eens de wortelvormen” 


DOOR 


D*. O. POSTMA (Groningen). 


Gaarne zou ik nog enkele opmerkingen maken naar 
aanleiding van het stuk van dr. F. Schuh op bladz. 2 van 
dezen jaargang. Het kan mij slechts aangenaam zijn door 
mijn stukje zulk een breed opgezet betoog te hebben uit- 
gelokt. Toch komt het mij voor, dat de heer Schuh mij 
niet in alle opzichten recht heeft doen wedervaren, zoodat 
ik er prijs op stel nog eens kort te recapituleeren wat 
ik schreef, en wat de heer Schuh daaromtrent heeft opge- 
merkt. Mijn stukje had tot doel in de voornaamste plaats 
eenvoudig de aandacht te vestigen op een moeilijkheid, 
die er bestaat bij het werken met wortelgrootheden, als 
men zich houdt aan de gebruikelijke voorstellingswijze. 
Natuurlijk bedoelde ik hiermee niet een moeilijkheid voor 
een wiskundige als den heer Schuh, als hij er op verdacht 
is, maar een moeilijkheid vooral voor de school. De heer 
Schuh heeft natuurlijk volkomen gelijk, als hij zegt: het 
is slechts een quaestie van afspraak; maar het is niet altijd 
zoo gemakkelijk alle consequenties van die afspraak in 
het oog te houden. 

Deze moeilijkheid kwam voort uit 1 feit, dat de be- 


trekkingen Wa?=a, Wa.Wb= Panne 75 zTan enz, 


niet zeker doorgaan, als a en b ook negatieve getallén 
kunnen zijn en men onder de wortels alleen de positieve 
verstaat. 

De heer Schuh moge het vreemd vinden, dat men, als a 
negatief is, onder Wa slechts een der wortels verstaat, 
ik geloof, dat dit in ons land de algemeen gebruikelijke 
methode is, zoowel wanneer a een bekend als een onbe- 
kend getal voorstelt. 

(Zie het in ons land veel gebruikte leerboek, Derksen 
en deWaive deelne drukspelb2: 


1) Men zie ook de Correspondentie op bladz. 127 Red 
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AE Vils Ml. VS WB 
ed Vh Vd 


waar blijkbaar /— 8 als positief imaginair wordt opgevat. 
Verder Versluys, dl. IL, 6e druk, p. 49 „Gewoonlijk bedoelt men 
met W/—b? alleen bW/—1l en schrijft men — /— b? om 
aan te duiden, dat men bedoelt —bp/—1.”’ Evenzoo 
Van Thijn, deel III, p. 127. Wat verder vormen als V/x 
betreft, zie daaromtrent het door Derksen en de Laive 
„uitgewerkte voorbeeld, deel II, p. 152). 

Nu zal men toestemmen dat, als P/— 8 pos. imag. is,- 
dat ook het geval zal moeten zijn met W/—64+21/5 (het 
voorbeeld van dr. Schuh op p. 4), zoodat men zonder be- 
paalde aanwijzing wel zal mogen aannemen, dat dit 
il—l4W5) voorstelt. Bij Wea is het gebruik iets 
moeilijker te verdedigen dan bij V/—3, maar daarover wil: 
ik op het oogenblik nog niet spreken. 

In de tweede plaats heb ik de vraag gesteld of men de 
bedoelde moeilijkheid niet kan ontgaan; en ik heb toen 
eerst een manier besproken en die als ongeschikt ver- 
worpen (dit was ten minste de bedoeling, zooals de heer 
Schuh zoo vriendelijk was in een noot op te nemen) en 
een tweede aangewezen. Deze bestond dan hierin, dat W/x 
zou voorstellen den algemeenen wortel. De heer Schuh 
betoogt in zijn stuk, dat dit de eenig logische manier zou 
zijn, als men ook imaginairen toelaat. 

Eindelijk heb ik in de laatste alinea van mijn stukje 
gezegd: „Wil men dus van dit voorstel niet weten, dan 
moet men ook consequent zijn en voor het geval de 
wortels complex mochten uitvallen, alleen de positieve 
als de „goede” beschouwen. Het zal dan wel het beste 
zijn een complex getal positief te noemen als het reëele 
deel positief is, en negatief als dit negatief is; als het nul 
is, is het teeken dat van het imaginaire deel.” 

Hiertegen is de heer Schuh vooral opgekomen en mis- 
schien had ik liever voor de woorden „dan moet men ook 
consequent zijn” een minder sterke uitdrukking moeten 
gebruiken. Geheel overtuigd heeft de heer Schuh mij 
evenwel niet. 

Laten we nog eens nagaan, welke verschillende handel- 
wijzen met het teeken van W/x thans in het debat zijn 
geweest. 
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1. De gebruikelijke methode, waarbij W/m eenwaardig, als 
x positief of negatief reöel, en tweewaardig, als x imagi- 
nair of complex is. 


2. door mij werden voorgesteld: (a) W/x altijd tweewaardig 
of (b) (subsidiair) W/x altijd eenwaardig. 


8. door dr. Schuh: (a) als men complexe getallen toelaat, 
Wax altijd tweewaardig; (b) als men deze niet toelaat 
(voor de school): (z) Vv” tweewaardig (dit is volgens S. 
het meest aan te bevelen), (8) W/m eenwaardig. 


Ik wil thans nog het een en ander in het midden 
brengen ter verdediging van het voorstel 2,. De heer Schuh 
zegt hieromtrent (p. 8), dat er geen leidende gedachte bij 
voorzit. De leidende gedachte is natuurlijk, dat het ge- 
makkelijker is met eenwaardige uitdrukkingen dan met 
meerwaardige te werken, en dat het een zekere regelmaat 
geeft altijd eenwaardige functies te hebben, al zijn ze 
dan ook discontinu. Bij het bovengenoemde voorstel 
handel ik geheel in den geest van Cauchy als hij ook 
bg sin x, bg cosv enz. als eenwaardige functies beschouwt, 
ja zelfs bgsinz, enz. als z complex is. Hij vergelijkt dan 
ZL == bgsinz met de impliciete functie in sin 4 == z, waarbij 
dan. Z=dkr-bgsing of (@k—1)z—bgsing. t) Zoo 
wordt hier nu in z?—=a de x tweewaardig, maar in == V/a 
eenwaardig. Cauchy zegt hieromtrent: „Souvent le résultat 
d'une opération effectuée sur une quantité peut avoir 
plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsqu’ 
on veut désigner indistinctivement une quelconque des 
valeurs, on peut, comme nous avons fait dans l' Analyse 
algébrique, recourir à des notations dans lesquelles la 
guantité soit entourée de doubles traits ou de doubles 
parenthêèses, en réservant la notation usuelle pour la 
valeur la plus simple ou pour celle qui parait mériter 
davantage d'être remarquée” (l. c.p. 810). Ik vestig er 
de aandacht op, dat Cauchy hier geen onderscheid maakt 
tusschen imaginair en reëel, zoodat de gewone notaties 
besinz en We de eenwaardige functies voorstellen, al is 
z complex. Natuurlijk ziet Cauchy ook wel, dat er moeite 
met de discontinuiteit komt. Hij zegt (p. 825): „Ll est 
done certain, comme je l'ai dit ailleurs, que la nature des 


1 Zie: A. Cauchv, Exercises d’'Analyse et de Physique Mathé- 
matique. Tome IV, 1847 (p. 301). 
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conventions a‘une influence marquée sur le caractère des 
fonctions considerées comme continues, de sorte qu'en 
passant d'un système de conventions à un autre, on peut 
rendre discontinues des fonctions qui étaient continues, et 
reciproguement.” 


Wat de bovenbedoelde notatie betreft, Stolz en Gmeiner 
d me 
stellen den algemeenen wortel voor door het teeken W/*a 
mM 
in tegenstelling met de „hoofdwaarde” W/a,een op bepaalde 
ì me 


wijze gekozen waarde van de m waarden W/*a*). Soms 
komt ook de notatie Wa voor. Deze „hoofdwaarde”’*) komt 
bij vierkantswortels overeen met de door mij als positief 
gedefinieerde. Men zal, dunkt mij, moeten erkennen dat 
de uitdrukking van den heer Schuh „een gekunstelde en 
door niets gemotiveerde fraaiïigheid’ (p. 8) minstens over- 
dreven is, als men ziet, dat deze hoofdwaarde gedefinieerd 
wordt op de volgende wijze. 

Laat het complexe AO zijn ST «), dan 
is de algemeene wartel Vra= WA | cos EE -- 
X En ka | 

Bigel): 


Denken we nu —zm<{4a<m, dan is de 


m 
hoofdwaarde die wortel, waarvoor k=0; dus Wa= 
m 7 7 5 
WA jcos — + {sin | en Wa=WA (cos 5 + { sin 5). 
Men zou dus ook kunnen spreken van den eersten wortel. 
Ten slotte kan men tegen het gebruik van den algemeenen 
wortel, en dus vóór het voorstel 2, aanvoeren, dat bij het 
gebruik van den algemeenen wortel toch nog niet alle 


vroegere moeilijkheden vervallen zijn. 
Beschouwt men nl. als de hoofdeigenschappen van de wor- 


Nn 


nm mp \np me Nn 
telgrootheden de volgende : ee kaa We) = (Yo) 
Mm mm me m 1 me m 
Va. Wb sb ût: nes == Wi, (yo) A 


Var, dan zullen de beide laatste in het algemeen niet 


1 Theoretische Arithmetik, p. 355. 
2) Deze naam is afkomstig van Weierstrass. 
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doorgaan; (van de laatste ziet men het onmiddellijk, daar 
de uitdrukking links m waarden heeft, en die rechts mp 
waarden). 4) 

Daarentegen heeft men de direct uit de meer waardigheid 


M 
volgende nieuwe moeilijkheid nu verkregen, dat a Wax + 


Mm m 
bx niet = (a + b) Wx, daar de laatste uitdrukking slechts 
een deel der combinaties van de eerste bevat. Z00 zou 
men dus steeds voor aWaxJ-b}/& moeten schrijven 
(a+b)Wx tenzij weer de afspraak werd gemaakt, dat 
onder W/x telkens dezelfde wortel verstaan moet worden. 
En zou dit weer niet onlogisch zijn, als men Wx en 
V(x +1) b. v. in dezelfde vergelijking wel een verschillend 
teeken mag toekennen? 

Men ziet, dat alle voetangels en klemmen nog; volstrekt 
niet verdwenen zijn. De methode 2, schijnt mij inderdaad 
nog zoo kwaad niet. In Duitschland schijnt de methode 
2a Of 3, niet ongebruikelijk; ten minste in de veel ver- 
breide „Mathematische Aufgaben” van Prof. Martus zijn 
de antwoorden volgens deze methode bewerkt. Het komt 
mij echter, volgens die antwoorden, voor, dat Prof. Martus 
zich ook niet op geheel bevredigende wijze door al de 
moeilijkheden heeft heengeslagen. | 


Naschrift van Dr. Fred. Schuh. 


Naar aanleiding van bladz. 99 wil ik opmerken, dat een 
afspraak te maken omtrent de waarde, die bedoeld wordt, 
als we schrijven W/—38 of W-—6+21/5, niet gelijk staat 
met de afspraak onder W/3 den pos. wortel te verstaan ; 
immers voor de eerstgenoemde uitdrukkingen kan men 
schrijven 4/3 of {(—1l +5) [als die waarden bedoeld 
zijn). terwijl [/8 zich niet eenvoudiger schrijven laat. 
Alleen in een vraagstuk ter oefening in het werken met 
wortelvormen zal een uitdrukking als W—6 +21’ 5, waar- 
van verder niets gezegd wordt, voorkomen; anders zal 


Ĳ) Onder het „doorgaan” van de vergelijkingen wordt hier verstaan’ 
dat elke waarde links gelijk is aan een rechts, en omgekeerd. 
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men steeds uit den aard der zaak weten welke waarde 
men hebben moet. Vreemd klinkt mij wat aangehaald 
wordt uit de leerboeken van Versluys en Van Thijn. 
Daaruit lees ik, dat —b /— 1 toch in elk geval duidelijker 
is dan — V/—b?; waarom schrijft men dan ook niet 
—_bW—l als men bedoelt —bW/—1? Hieromtrent een 
bindende afspraak te maken, waarmede alleen een leerling, 
die op wortelvormen gedrild wordt, te maken heeft, lijkt 
mij werkelijk overbodig toe. 

Omtrent bladz. 101 zij opgemerkt, dat het geheel iets 

Mm 


anders is bij V/a een der m wortels als hoofdwaarde van 
de andere te onderscheiden en dit door een afzonderlijk 
teeken aan te dwiden, dan alle andere wortels geheel in den 
ban te doen. Zulk een onderscheiding heeft echter wel 
degelijk reden, zoodat ik daarop de door den heer Postma 
gewraakte uitdrukking niet zou willen toepassen; bij de 


mM 

ontwikkeling van W/1 +x b.v. wordt alleen de hoofdwaarde 
door de reeks voorgesteld (dan is echter — 4m <{au<{4r). 
Ik heb dan ook in mijn stuk (bladz. 8 bovenaan) het goed 
recht van zulk een onderscheiding uitdrukkelijk erkend, 
mits daar reden voor is, en niet gezegd, dat iedere beper- 
kende afspraak een gedwongen fraaiigheid is, maar alleen 
dat ze dit niet behoort te zijn; en dit, houd ik vol, zou ze 
zijn als men op de school (want daarover heeft de heer 
Postma het toch) zulk een beperkende afspraak omtrent 
Vx met geheele terzijdeschuiving van den anderen wortel 
als de alleen zaligmakende voorstelde. 

Bij bladz. 101 onderaan. Vat men een vergelijking tus- 
schen meerwaardige uitdrukkingen zoo op, dat minstens 
één der waarden links gelijk moet zijn aan een waarde 
rechts (en dus ook omgekeerd), dan komt men niet in 
moeilijkheden. In elk geval is dit eenvoudiger dan dat de 
verg. a—= Wa? soms wel, soms niet juist zou zijn. De 
moeilijkheid met de meerwaardigheid is van geen anderen 
aard dan dat b.v. bij de verg. gy? = 2x? de conclusie y= 
slechts één der beide mogelijkheden vertegenwoordigt; 
evenzoo nu is het gesteld met de verg. a —= Wa2. 


Mm me 
Bij bladz. 102, De moeilijkheid met a W/m + b[/x niet = 


m 
(a + b}/x is slechts schijnbaar. Tenzij in een opzettelijk 
daartoe gemaakt vraagstuk zal men steeds weten wat 
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bedoeld is. Zooals ik reeds naar aanleiding van —W/—t? 


me 
opmerkte, waarom kan men niet schrijven ( (a + b)/x als 
men dat bedoelt? De moeilijkheid is dus SeE zelf BL 


maakt door de onpractische schrijfwijze aat ba. 


Bovendien zie ik er geen bezwaar in onder Va steeds 
denzelfden wortel te verstaan. Het is dan volstrekt niet 
onlogisch, dat men in W/x 4 (4 +1) aan beide wortels 
wel verschillend teeken mag toekennen; immers door x 
het imaginaire vlak te laten doorloopen kan men van de 
eene teekencombinatie op de andere komen, iets dat bij 
2War3Wax niet mogelijk is; voor den leerhng wordt het 
verschil daardoor duidelijk genoeg, dat Wx + W(x + 1) zich 
niet, maar 2x 3 }p/x zich wel herleiden laat. 


Formules voor de binnen- en buttenbissectrige 
in een boldriehoek 


DOOR 


N. J. SCHILDER (Amsterdam). 


A. Binnenbissectrice. 


Verbindt men den top C van een boldriehoek met het 
punt D der basis AB. dan vindt men op overeenkomstige 
wijze voor den vlakken driehoek een formule voor CD uitge- 
drukt in de zijden a, b en ec en de stukken CD. (Cosinus: 
regel toepassen in AA ACD en BCD en / ADC elimi- 
neeren.) Men vindt 


cosasin AD +cosbsin BD =cosCDsinc . . (1). 


Verder blijkt door toepassing van den sinusregel in 
AA ACD en BCD gemakkelijk, dat als CD bissectrice is 
van L ACD: 


sing :sinb — sin. BD: sin AD aut Sr 
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Elimineert men AD uit (1) en (2) dan vindt men: 


sin(& + b) _ cos CD sin c (3) 


sin d sin BD 
Door toepassing van den sinusregel in A BCD blijft: 
| Bn # 
 nnhathe ete. 
sin B 


Eliminatie van BD uit (8) en (4) geeft: 
sin « sin C sin B 
sin(a-+b)’“sini/,C 

Voert men voor sin B en sin !/,C de bekende S-formules 
in, dan vindt men ten slotte 


2 EEMS MATE LEO 
be sin (a + b) V'sin a sin b sin s sin (s — Cc) , 


D= 


(5). 


een formule, die met de overeenkomstige voor den vlakken 
driehoek dezelfde gelijkenis vertoont als de S-formules voor 
de hoeken. Is CD buitenhoekbissectrice, dan zal men de 
formule (1) voor dat geval een weinig moeten wijzigen, 
maar kan overigens geheel denzelfden weg volgen. 


B. Bwitenbissectrice. 


De formule hiervoor zou op dezelfde wijze zijn af te 
leiden als de besprokene met wijziging van teekens. Om 
niet in herhaling te vervallen is nu een andere weg gevolgd. 

De buitenbissectrice van L C snijdt het verlengde van 
de zijde C in 2 punten, nl, E op het verlengde van AB 
en F op het verlengde van BA. Om CE te berekenen, 
merken we op, dat deze lijn bissectrice is van £ C in den 
nevendriehoek van ABC welke tot zijden heeft u, 180 —b, 
en 180 —c. Vervangen we nu in de formule voor tg CD 
b door 180°—b, ec door 180°—c, en dus 5 door 180°—(s—d), 
s—C door s— b, atb door 180°—(b— a), dan vindt men: 


_ 2 W'sin asin bsin (s — a) sin (s — b) 
Ge sin (b — 4) 
Voor CF vindt men op dezelfde manier : 


pop 2 Msnesindsin a)sin(e —b) 


nk sin (4 — b) 


106 


waaruit blijkt dat de tangenten slechts in teeken ver- 
schillen, hetgeen men ook à priori kan weten, daar CE 
en CF elkander supplement zijn. 

Opmerking 1. Men had natuurlijk tg CE en tg CF ook 
gemakkelijk onafhankelijk van tg CD kunnen bepalen door 
te werk te gaan als voor de afleiding van tg CD. 

Opmerking 2. De puntengroepen A, B, D, Een A,B,D, F 
liegen, evenals bij den vlakken driehoek, harmonisch, want 
men heeft: 

SDA ne == SIDE BIT 
sin EA :sin EB —=sin b: sin a, 
dus 
sin DA :sin DB = sin HA: sin EB 


of, wanneer men ook op de richting let: 
sinDA sinHA 
sinDB ‘ sin EB _ 
SDA rel Aaen 
sin DB. “sin lEB 


NECROLOGLE 


DOOR 


D*. N. QUINT 
(den Haag). 


G. DE LONGOHAMPS (1842-—1906). 9 Juli j.l. overleed te 
Parijs de bekende schrijver van vele in Frankrijk zeer 
gewaardeerde leerboeken en van den Essai sur la géometrie 
de la règle et de Véguerre, waarin nagegaan wordt, welke 
constructies alleen met behulp van liniaal en teekenhaak 
kunnen uitgevoerd worden. Hij was een ijverig medewerker 
aan de nieuwere meetkunde des driehoek. De rechte wan 
Longchamps en de cirkel van Longchamps (1886) zullen daar 
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zijn naam doen voortleven. Deze studies, zooals vele 
anderen zijn te vinden in het door hem gestichte Jowrnal 
de Mathematiques élémentaires et speciales. 


J. DE Tiuy (1837 —1906). Te Schaerbeek ontsliep 4 Au- 
gustus de Belgische generaal de Tilly, die als schrijver 
over de grondslagen der Euclidische en niet-Euclidische 
meetkunde een gevestigden naam had. Zijn wijsgeerig ge- 
schrift: Sur les novions de force, d'accélération et d'énergie 
mecanique, waarin getracht werd het determinisme met 
den vrijen wil te vereenigen, trok bij zijne verschijning 
(1887) zeer de aandacht. 


Uit buitenlandsche tijdschriften. 


1. Ken vlak bepalen waarop de orthogonale projectie van 
een ellipsoïde een cirkel is. 


Meetkundige oplossing. Beschouwen we eene ellipsoïde 
met de assen 2a, 2b en 2c, welke ellipsoïde in een om- 
wentelings-cilinder beschreven is; veronderstellen we verder 
dat 2a’ en 2b’ de assen zijn van de ellips volgens welke 
de cilinder de ellipsoïde omhult, en 2e de lengte van de 
middellijn evenwijdig met de beschrijvende lijnen van den 
cilinder. Daar de lijn, 25’ loodrecht staat op a’ en op €’, 
is zij een as van de ellipsoïde; veronderstel b'=b. Als d 
de hoek tusschen a en c is, heeft men b' =b; a’ c/ sin $—= ac 
en a’sinô=—=b; dit laatste omdat de cilinder een omwen- 
telings-cilinder is. Dus dn b moet tusschen a en c 
liggen. Het gevraagde vlak moet nu loodrecht op c' staan ; 
er voldoen dus twee richtingen van vlakken. 


(Uit Mathesis, 1885). C. A. Cikor. 


2. Een punt in een willekeurigen veelhoek analoog met het 
hoogtepunt van een driehoek. 


Een onbekend schrijver vond reeds voor eeuwen, dat 
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de hoogtelijnen van een driehoek door één punt gaan. 
Vroeger meende men, dat Archimedes dit theo- 
rema gevonden had omdat het voorkomt in Liber assump- 
torum Archimedis interprete Thebit ben Kora, dat in 
1659 uit het Arabisch vertaald werd. Het is echter twijfel- 
achtig of veel van hetgeen in dit werk staat van Arc hi- 
medes afkomstig is. Eeuwenlang schijnt de genoemde 
eigenschap niet bijzonder de aandacht getrokken te hebben; 
noch Euclides (—300), noch Legendre (1752—1855) 
namen haar in hunne Elementen op. Eerst nadat Gauss 
(1777 — 1845) het fraaie bewijs gevonden had, waarbij het 
theorema der hoogtelijnen tot dat der middelloodlijnen 
terug gebracht werd, kwam het bij het elementair onder- 
wijs in eere, vooral ook nadat Feuerbach (1800— 18534) 
de beteekenis van het hoogtepunt voor den voetpunts- 
driehoek aangewezen had. 

De stelling werd in verschillende richtingen uitgebreid, 
o. a. door Schröter in Crelle's Jowrnal, Bd. 68 en door 
S. Kantor in de Wiener Sitzungsberichte, 1877, bl. 754, 
alwaar de volgende eigenschap zonder bewijs wordt mee. 
gedeeld: 

Uit » concyclische punten worden alle mogelijke (n—2) 
hoeken gevormd. De loodlijnen uit de zwaartepunten der 
hoekpunten dezer (n—2) hoeken op de lijnen, die de beide 
overige hoekpunten verbinden, gaan door één punt. 

Voor n=8 wordt dit de stelling der hoogtelijnen; voor 
n=4 de eveneens welbekende eigenschap, dat in een 
koordenvierhoek de zes loodlijnen uit de middens van een 
zijde of van een diagonaal op de overstaande zijde of op 
de andere diagonaal neergelaten door één punt gaan. 

Van de stelling van Kantor geeft Neuberg in Ma- 
thesis, 1906, Note 12, het volgende bewijs: 

Liggen de punten A‚ B, GC, D, E op een cirkel, welks 
middelpunt M is. Hun zwaartepunt Z zal den afstand #4 
in reden van 2:38 verdeelen, zoo x het zwaartepunt is 
der punten A‚B,C en y dat der punten D, E. De lijn 
door #//MY getrokken, welke lijn dus loodrecht op DE 
staat, zal MZ in een punt H zoodanig snijden, dat HZ : AM = 
2:38. H is dus een vast punt, onafhankelijk van de wijze 
waarop de vijf punten in twee groepen van 8 en 2 punten 
zijn verdeeld. 

Tevens gelukte het Neuberg de stelling van Kantor 
op de volgende wijze te generaliseeren. 
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Er zijn p + q punten, die op alle mogelijke wijzen in 
groepen van p en van q punten verdeeld worden. De 
zwaartepunten dezer beide groepen zijn P en Q, terwijl Z 
het zwaartepunt aller punten is; O zij een willekeurig 
vast punt. Wordt nu door P een lijn evenwijdig met OQ 
getrokken, welke OZ in H snijdt, dan is HZ: 40 = PZ: 20 = 
q:p en zal dus weder de ligging van H niet afhangen 
van de wijze, waarop de verdeeling in pen q puuten plaats 
vond. 

Q. 

3. Uit een punt P op de raaklijn in A aan cirkel M trekt 
men een snújlijn, die den cirkel in B en 
C snjdt. Evenwijdig met AB en AC 
trekt men door P lynen, die het paral- 
lelogram PDAE nsluiten. De diago- 
naal DE zal loodrecht op PM staan. 

Gelijkvormige driehoeken geven 
onmiddellijk : 

PE? = EA. EC, 
PD == DB:DÁ. 


DE is dus de machtlijn van het 
punt P en cirkel M en staat dus lood- / 
recht op PM. 


Canon, Bull. de Sc. Math. et Phys. 1906. 
AE Ouestion 1669. 


4, In een rechthoekigen driehoek ABC worden de zijden 
in A, B, C geraakt door de aangeschreven cirkels. Als het 
snijpunt der lĳjnen AA, BB, CC (punt van Nagel) &) ligt op 
den ingeschreven cirkel, dan verhouden zieh de zijden van 
dien driehoek als 5:4:5. ' 

Deze nieuwe eigenschap van den driehoek, welks kennis 
reeds het ambtsgeheim was van de touwspanners in het 
oude Egypte, is een gevolg van een meer algemeene 
eigenschap. 

De trilineaire coördinaten van het punt van Nagel 

… 8 8S—b 8—C | 
gn eren Ene BE Wil nu dit punt liggen op den 
cirkel welks vergelijking is: zcos }A[/4 —=0, dan moet 


dilSt t (&— Dilsen p= 0 
ì) Men zie bladz. 59. Red. 
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zijn, waaraan dus alleen voldaan wordt door 3 c—a—b == 0. 
Deze betrekking moet dus in het algemeen bestaan. Ls 
nu nog bovendien a? = b2 + c2, dan moet a:b:c=5:4:8, 


| Lauvernay. Repr. Educ. Times, LX, 1906. 
Q. Question 15718. 


5. Nieuwe eigenschap van een bekende figuur. 


Het is verbazend, dat er nog telkens nieuwe eigen- 
schappen worden opgemerkt van figuren, die zoo dikwijls 
voorkomen, dat men meenen zou: daaruit is gehaald, wat 
er te halen valt. 

Zijn B, F en EE, F’ de raakpunten der aan de zijde BC 
van A ABC in en aangeschreven cirkels; de mediaan AK 


snijdt EF en EF’ in G en G'. De vierhoek BGCG zal dan 
een parallelogram wezen. 

Daar BD =D'C=s—b is, zal K ook het midden van 
DD’ wezen. De machtlijn der beide cirkels gaat door de 
middens van DD’, EE, FF’ en zal dus ook GG’ halveeren, 
dus zullen GG’ en BC elkander middendoor deelen. 


Nesbitt. Repr. Educ. Times New Series LA. 1906. 
Kik Question 15782. 


6. Van het laatste vraagstuk in vers-vorm op bl. 237 
van den vorigen jaargang kan de volgende oplossing 
worden gegeven. 

Stel, dat een der vrouwen wv varkens kocht, en de bijbe- 
hoorende man mm, dan is 
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v? kan, als tweedemacht, slechts eindigen op 
OET ET PD 
dus 63 + v? moet eindigen op 
Bede or g on 


en daar de som weder een tweedemacht zijn moet, ziet 
men, dat v slechts 1 of 6 als eindcijfer kan hebben. 

Daarbij moet de 1 worden voorafgegaan door een even 
cijfer, en de 6 door een oneven; zoodat 63 + v? moet 
eindigen op 4, voorafgegaan door een even cijfer, of op 9, 
voorafgegaan door een oneven. In het laatste geval kan 
de uitkomst nimmer een vierkant zijn, zoodat v? slechts 
op 1 kan eindigen. 

Verder dan 31 behoeft men niet te gaan, omdat 63 = 
322 — 312, en dus twee opeenvolgende vierkanten, elk 
grooter dan 322 grooter verschil dan 63 zullen bezitten. 

Blijkbaar is dus de oplossing: 


v=l, 9, en 81, 
gevende: m==8, 12 en 32, 


en wel: Willem 32, Trijn 9, Klaas 12, Mary 1, zoodat 
Mary en Jaap, Trijn en Klaas, Klaar en Willem bij elkander 
behooren. 


In Zhe HEducational Times van 1 Juni 1906 worden 
oplossingen vermeld van een (den len Maart 1906 opge- 
geven) vraagstuk, dat geheel overeenkomt met het voor- 
gaande, namelijk: 

15957 (Communicated by „Inconnu”) — Alice, Beatrice 
and Caroline went to a sale with their husbands (we do 
not say their respective husbands) Diek, Edwin and Frank. 
Each paid as many shillings for each article as the number 
of articles he or she bought. Each wife spent 8 guineas 
more than her husband. Beatrice bought 11 articles more 
than Frank, and Edwin bought 23 articles more than 
Caroline. Who is whose wife? What sums did the six 
spend respectively ? 


Uit een groot aantal ingekomen oplossingen heeft de 
redactie der Educ. T. slechts eenige gekozen: 

le. Een oplossing ongeveer gelijk aan die voorkomende 
in Thacker’s Miscellany, 1743: 

Zij ” het aantal artikelen door een man gekocht, en 
Xn dat van de bijbehoorende vrouw, dan is 
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ned and n?=t? + 63, 
63 — n? 2 

waaruit 4 RL Dit moet een geheel getal zijn. 

n=l geeft z=8l en z + n= 38, 

n=3: „ x= 9 „xr nl, 

NE A Te te 

Hieruit volgt dat Alice (32) behoort bij Edwin (81), 

Beatrice bij Dick (9), en Caroline (8) bij Frank (1). 


2e. Als Alice zv, Beatrice y, Caroline z artikelen koopen, 
en hun mannen |, m en » artikelen, dan is 


u — 2 = 63, enz, 
of (=De ded 168 3 Ve 
Ym ydm=3X2l; XX; 1 X63, 
'(e-n)led-n)=1XI; 1 X63; 3 X 21. 


Uit de gegevens volgt, dat de eerste kolom factoren 
moet worden gekozen, 


3e. Als de vrouwen X, Y en Z artikelen koopen, en de 
bijbehoorende mannen x, y en z, dan is 


X2 2 =Y2_—y? =Z2—z2? == 63 shillings, 
of = 63 X Ln Alb 
zoodat (X +) (X--v) =63 X 1, ENZ 


4e. Een oplossing, die door haar eigenaardigheid aanlei- 
ding gaf tot de opname in het W. T. van het Engelsche 
vraagstuk. Zij werd gegeven door Hugh Mac Coll, B. A. 
London, schrijver van het in 1906 verschenen werk: Sym- 
bolic Logic and its applications), dat volgens een daarvan 
verschenen critiek (in hetzelfde nummer der Educ. Times 
als het vraagstuk) van zeer grooten invloed zal kunnen 
Zijn op de studie der logica. De uitgangspunten zijn 
andere dan die van andere schrijvers vermelde, waardoor 
het stelsel gemakkelijker in de behandeling wordt. Met behulp 
van zijn stelsel geeft Mac Coll nu de volgende oplossing. 

A,-B en C zijn de,drie vrouwen, en D, E en Ede de 
mannen; a, b, ce, d, e en f de aantallen gekochte artikelen, 


) Men zie ook bladz, 121 van deze afl. 
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dus a?, 62, enz. de betaalde sommen. AP beteekent, dat A 
de vrouw is van D; AbEFis een afkorting van AP +AÉ AF, 
waarmede bedoeld wordt, dat A de vrouw is van D, E 
ots. 
b8 is afkorting voor (b==8); (c + 23)1 is afkorting voor 
(c J- 28 —= 81), enz. 
Een dubbelpunt beteekent slwit in zich, 
€ zekerheid (dus een gegeven, 
axioma, of bewezen onderstelling), 
1 beteekent een onmogelijkheid of iets dat strijdig is 
met de gegevens. 


Er zijn twee zekerheden «, en «5, namelijk 
mf II) (e= Hr B BIT fa Be A (1-2). 
Is W een van de vrouwen, M een van de mannen, w 


en mm het aantal artikelen, dat ze koopen, dan is er nog 
een derde zekerheid «3, namelijk: 
WM: (wo? — m5)88; (ww + Mm) (W — m)}P: 
WH M)° Wm)! HW HM)! (W— Mm) + (W HM) (W— m)!: 
DD ed del 1 Rn 5) 
Daar elke vrouw meer kocht dan haar man, volgt uit 
verg. (2), dat CE onmogelijk, zoodat dus CPF zeker is. Daardoor 
verkrijgt men een vierde zekerheid «,, nl: 
ADE, F BP, KF DEE, == AF BF CD — ACE BE CD + 
Re ACR De, en ee ie 1 (4), 
waarin termen APBP, BECF, enz. die bigamie zouden 
onderstellen, zijn weggelaten, zoodat dus van de 3* mogelijke 
combinaties der letters, slechts 4 zijn overgebleven, die nu 
nog onderzocht moeten worden 
TEAC BECP. Uit (3) volet: 
BF: bs pl En bi? Ane J b32 Ek 
lbf OON CARD dee 
ny si 1 (drie onmogelijkheden). 
Dus AEBFOD: BE, 1. 
2e. AFBECP. Uit (3) volgt: 
Ardin a Ja + al? juke J- a? f8 
BE: b® Tae AE 
alerte eh ae ark (GSE) 
(4 LIP (e +23), 
an dntfR CE, 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 8 
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Dus AF BEOD: AFBE: f21 8 (a? fr + al? f° + 032 fSD) : 1. 
3e. APBECF. Uit (8) volgt: 

BE — f?!c8 (als voren), en CF —=cêf! Hel? f +32 fB, 
Dus APBECF:BEOF: f21 8 (cô fl 4 cl? fd FD: 4. 
4e, AEBPCF, Uit (3) volgt: 

AF: aBer dal? e? + a8? e%, 

ater 28)! AT al? (e+ 23)9 Ha (C+ 23)°!, 
nd Ha52 8. 
BP: be di HD 09 + b82 d81: (f +118 d! + 
(FHL 0 + (f A 1d, 
1 d° O1 dst, 


CF ge ik = ci? he —- c32 Ten 
Dus AE BP GE , as? ce gs d° J- jaan dt) (cè fi En cli? jb J c8? fe) 
"asc? f!d°% wat met de gegevens overeenstemt. 
In verband met (1) en (2) is alzoo de uitkomst 
as? bi c8 d° es! JAR ° 
A, B en C zijn de vrouwen van E‚ D en F; A kocht 32, 


B 12. Gre AD PES INS ENE artikelen, voor 82° enz. 
shillings. Ens VAES. 


Boekbespreking. 


Jules Tannery. Lecons d'Algèbre et d'analyse à l'usage 
des élèves des classes de mathématiques spéciales. Paris, 
Gauthier-Villars, 1906. 

Tome. 1, 423. p.… 12 frs; tomes IL 656 rp. aes 

Dit lijvige werk is weder geheel ingericht in overeen- 
stemming met de wijziging, die voor een paar jaren in 
het wiskundig onderwijs in Frankrijk is gebracht. Als 
vele andere Fransche boeken, laat het zich zeer gemak- 
kelijk lezen. De voorrede, waaruit de heldere stijl en 
duidelijke uiteenzetting reeds dadelijk blijkt, bevat eenige 
opmerkingen omtrent het bewijzen van eigenschappen; 
waaruit de leeraar spreekt. 

De Schrijver stelt in zijn eerste hoofdstuk geen hooge 
eischen aan zijn lezers: slechts bekendheid met de bewer- 
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kingen met rationeele en negatieve getallen wordt onder- 
steld. Door het bespreken van decimale getallen, van 
onderling onmeetbare vectoren, van den wortel uit een 
geheel getal, dat geen vierkant is, wordt de lezer voorbe- 
reid op de invoering van irrationeele getallen. Gebroken, 
nagatieve en irrationeele exponenten volgen daarop. De 
leeriing voor wien het boek bestemd is, heeft uit den aard 
der zaak reeds bedrevenheid in het werken met algebra; 
de begrippen worden nu scherper vastgesteld dan bij ele- 
mentair onderwijs mogelijk is. Het begrip „coupure” wordt 
al dadelijk ingevoerd. 

Bij de behandeling van de veeltermen zijn enkele meet- 
kundige voorstellingen gegeven. De achtereenvolgende 
afgeleiden van een vergelijking voeren tot de ontwikkeling 
van f(&-+h); in het bijzonder tot de binomiaal formule. 

Veeltermen met meer dan 1 veranderlijke leiden tot 
partiëele afgeleiden. 

De deeling van veeltermen, de methode der onbepaalde 
coëfficiënten, rationeele breuken, splitsing van breuken, 
de interpolatie-formule van Lagrange volgen; de homo- 
graphische functie is in ’t bijzonder nagegaan. Dan komen 
de G. G. D. en het K. G. V. van veeltermen; daarna de 
imaginaire getallen met hun meetkundige voorstelling. 

Daardoor is de weg gebaand voor het onderzoek van 
veeltermen met imaginaire coëfficiënten en veranderlijken, 
met het bewijs, dat een x-term te splitsen is in » factoren. 

Verschikkingen en verbindingen geven een andere aflei- 
ding voor de binomiaalformule. Bij de vergelijkingen van 
den eersten graad wordt ook de oplossing nagegaan, wan- 
neer de coëfficiënten onnauwkeurige getallen zijn. 

De determinanten nemen een ruime plaats in; hun 
eigenschappen worden ontwikkeld voordat vermeld wordt 
hoe ze optreden bij de oplossing van vergelijkingen. 

Het tweede deel begint met reeksen; daarop volgen 
functies met een reöele verandelijke, de afgeleide daarvan, 
die nu door differentiëeren gevonden wordt, zonder dat 
dit woord gehoemd wordt; [in het eerste deel was de 
afgeleide van een veelterm gevonden uit f(a + h)], par- 
tiëele afgeleiden, theorema van Rolle, formule voor eindige 
aangroeiïingen, implicite functies; het terugzoeken van een 
functie uit haar afgeleide; differentiaal vergelijking van 
de eerste orde. 

Een volgend hoofdstuk behandelt reeksen, waarvan de 
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termen functies zijn, ook met imaginaire veranderlijken; 
op de overeenkomst van reeksen met veeltermen wordt 
gewezen; als toepassing van de verkregen uitkomsten 
worden eenige functies in reeksen ontwikkeld (de functie 
e* geeft aanleiding tot — voor den leerling — belangrijke 
opmerkingen), en de formules van Maclaurin en Taylor 
gegeven; berekening van logarithmen uit een reeks; e met 
imaginaire exponenten; verband van e met goniometrische 
en hyperbolische functies; bespreking van oneindig kleinen 
en grooten. 

Het onderzoek van het verloop eener functie (met figu- 
ren), de bijzondere punten, het bepalen van de wortels 
eener vergelijking (waarbij als benaderingsmethode naast 
die van Newton, en die door interpolatie, ook het zuiver 
teekenen op geguadrilleerd papier vermeld wordt) beslaat 
een groote ruimte; de behandeling van algebraïsche verge- 
lijkingen eveneens. 

De beide laatste hoofdstukken geven differentiaal en 
integraalrekening met toepassing op eigenschappen van 
kromme lijnen, berekening van oppervlakken, inhouden en 
traagheidsmomenten; differentiaalvergelijkingen. 

Achter elk hoofdstuk zijn vraagstukken ter oplossing 
gegeven; in totaal ongeveer vierhonderd. FJ 


Willibrord Schlags. Geometrische Aufgaben über das 
Dreieck. Für Schüler hökherer Lehranstalten in Unter- 
richtsbriefen systematisch geordnet und kurz erläutert. 
Mit 59 Abbildungen Freiburg im Breisgau, Herdersche 
Verlagshandlung, 1904. 1 Mark. 

In 70 bladz. klein formaat ruim duizend constructies te 
bespreken, is den schrijver in het aangenaam geschreven 
boekje op uitnemende wijze gelukt. Het boekje is ge- 
schreven voor leerlingen, die de meetkuade geheel hebben 
doorloopen, en nog eens willen herhalen. Een aantal con- 
structies zijn telkens groepsgewijze behandeld en gerang- 
schikt; het werkje is daardoor buitengewoon leerzaam. 

Hoewel de Schrijver in de voorrede zegt, dat het boekje 
voor „Fachleute auch gar nient bestimimt (ist), zullen 
meetkunde-leeraren er veel nut van kunnen hebben. 

EF. Jes 


Tables d'Intégrales indéfinies par G. Petit Bois, Ingenieur 
Civil des Mines. Paris, Gauthier-Villars ; Liège, Ch. Béran- 
ger, 1906, 10.50 frs. 


117 


Deze tafels bevatten bijna 2500 opgeloste integralen, 
methodisch gerangschikt. Ze worden voorafgegaan door 
een opgave van transformaties, die men sommige inte- 
gralen kan doen ondergaan; in ’t bijzonder is dit gemak-. 
kelijk voor hen, die de integraalrekening leerende zijn. 

Elke groep integralen is vereenigd onder een hoofd; 


4 
bijv. vindt men onder 5 de integralen van 
ge li fan 
Fr ar aria OM 


Het behoeft niet te worden gezegd, dat een dergelijke 
„dietionnaire”” voor hen, die bij hun onderzoekingen inte- 
graties moeten uitvoeren, van zeer groot nut is. De arbeid 
door den schrijver verricht, moet zeker worden op prijs 


gesteld, 
Studeerenden kunnen het werk als vraagsbukkenverza: 
meling gebruiken, Eerd. IVEAES: 


L. Couturat. lAlgèbre de la Logiqgue. Serie Scientia 
No. 24, (Paris, Gauthier-Villars) }). 

De gewone algebra berust op dezelfde grondslagen als 
de rekenkunde. Het is echter denkbaar, dat men uitgaat 
van andere grondbeginselen en daarmede een andere 
algebra opbouwt, die geheel andere uitkomsten geeft. Dit 
is in de vorige eeuw gedaan voor de logica, en wel in 
hoofdzaak door G. Boole en E. Schröder. 

De grondbegrippen van de algebra der logica zijn z0o- 
danig bedacht, dat ze de grondbegrippen weergeven van 
de logica, dus de „wetten van het denken.” De bereke- 
ningen, die daarmede worden uitgevoerd moeten tot uit- 
komsten leiden, die niet strijdig zijn met de ervaring. 
Men kan die berekeningen dus beschouwen uit een philo- 
sophisch, doch ook uit een wiskundig oogpunt. Dit laatste 
is gedaan door Couturat. 

De uitkomsten der algebra laten twee verschillende ver- 
klaringen toe, al naar gelang de gebruikte letters een 
begrip of een onderstelling voorstellen. 

Het teeken << wordt voortdurend gebruikt in de be- 
teekenis: „is begrepen in.’ Dus a<<b beteekent, dat het 
begrip (klasse) a opgesloten ligt in het begrip b; men zou 

1 Omtrent de Serie Scientia is een kleine mededeeling gedaan 


op bl. 125 van den vorigen jaargang. 
Men zie ook de hierna volgende boekbespreking. 
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kunnen lezen: alles wat a is, is ook b. Voorbeeld: elk 
mensch is sterfelijk, zou te schrijven zijn: mensch << 
sterfelijk, 
___Men kan echter ook denken, dat a en b onderstellingen 
zijn, en dan moet de ongelijkheid gelezen worden: als a 
waar is, is ook b waar, of: de juistheid van a sluit die 
van b in. 

Ook wordt het teeken == gebruikt, en wel beteekent 
— b, dat tegelijkertijd a<{b, en b<{<a, en de begrippen 
a en b samenvallen, bijv.: een gelijkzijdige driehoek —= een 
gelijkhoekigen driehoek; òf wel, dat de onderstellingen a 
en b tegeliĳkertijd juist of onjuist zijn, bijv.: als A ABC 
twee gelijke zijden heeft, dan heeft hij ook twee gelijke 
hoeken. [ 

AIS 4 0 NOAD NTS NOO KRO id 

Het eerste axioma van de algebra is: a <a, wat be- 
teekent: elk begrip a ligt opgesloten in ad, of: elke onder- 
stelling is in zichzelf begrepen. Daaruit volgt: a =d. 

Het tweede axioma luidt: 


(ab) (bSe)(a<o), 


d.w.z.: als alles wat a is tot b behoort, en als alles wat 
b is tot c behoort, dan zal alles wat a is ook tot c be- 
hooren. 

Of: als a, b tengevolge heeft, en b heeft c tengevolge, 
dan zal « ook c tengevolge hebben. 

Er worden in de algebra drie bewerkingen uitgevoerd: 
vermenigvuldigen, optellen en ontkennen. 

Het product van twee klassen is een klasse, die be- 
grepen is in elk der beide eerste, en die alle andere 
klassen bevat, welke in een der beide eerste begrepen zijn!). 

Of: het product van twee onderstellingen is een onder- 
stelling, die elk der beide eerste instuit, en die opgesloten 
ligt in elke andere onderstelling, welke de beide eerste 
insluit. 

De som van twee klassen is een klasse, die beide bevat, 


ne die besloten is in elke andere klasse, welke de beide 
eerste bevat ®”). 


1) Men zou dit eenigszins kunnen vergelijken met den G.G.D 
van 2 getallen. hl 


®) Men zou dit eenigszins kunnen vergelijken met het K.G.V 
van 2 getallen 
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Of: de som van twee onderstellingen is een onderstel- 
ling, die opgesloten is in elk der beide eerste, en die elke 
onderstelling, welke in de beide eerste opgesloten ligt, in 
zich sluit. 

Uit deze definities volgen de formules: 


(1) ner Rl 

(2) @ <a) (ee << b) << (re << ab), 
(3) a<{at-b, b<Tadb, 
(4) (HEP) SA), 


(1) en (3) kunnen dienen om een redeneering te vereen- 
voudigen, door uit een gegeven onderstelling een andere 
af te leiden van minder wijde strekking. 

(2) en (4) kunnen dienen om twee gevallen te vereenigen, 
die tot eenzelfde gevolgtrekking leiden, of die het gevolg 
zijn van eenzelfde oorzaak. 

Ken bijzondere heteekenis hebben de O en de 1. O0 be- 
teekent de klasse, die begrepen is in alle klassen, dus het 
niets of het ledige. 

Of: 0 is de onderstelling, die alle onderstellingen omvat, 
dus het onjwiste of ongerijmde (want ze sluit alle, en dus 
ook strijdige onderstellingen in). 

l beteekent de klasse, die alle klassen omvat; zeer 
eigenaardig wordt de 1 genoemd l'uniwvers du discours. 

Of: 1 beteekent de onderstelling, die opgesloten ligt in 
elke onderstelling, dus het ware (want een valsche onder- 
stelling kan ook iets waars bevatten). 

De invoering van O en 1 leidt tot de bepaling van ont- 
kennen. Deze bewerking doet een term in een anderen 
term veranderen, welke de ontkenning van de eerste ge- 
noemd wordt. 4 

De ontkenning van a heet miet-a, en wordt door ad’ voor- 
gesteld. 

Bij elken term a behoort een term a’, zoodanig dat 


aa=0 en d da =l, 


De eerste dezer formules zegt, dat geen enkel element 
tegelijkertijd tot a« en tot niet-a kan behooren; òf, dat de 
twee onderstellingen a en ad’ niet tegelijk waar kunnen zijn. 

De tweede zegt, dat de klassen a en «’ samen alles 
vormen; òf, dat de onderstellingen a en a’ samen een 
waarheid bevatten (want een van beiden is waar). 
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Dubbele ontkenning van a geeft weder a. 

Als laatste axioma wordt dat omtrent het bestaan inge- 
voerd, nl. 1 iet kleiner dan!) O of 1 +0. 

Dit beteekent, dat hetgeen waarover men spreekt 
(Punivers du discours) niet nul is; òf, dat het ware en 
valsche niet aan elkander gelijk zijn. Zeer eigenaardig is, 
dat men O en 1 kan ontwikkelen als volgt: 

O0 

O == aa! + bb —= (a +5) (a Hb) (€ Hb) (a + b), 

1 =atd, 

1 = (u da!) (b Hb) =ab + ab + ab + ab, 

Jb) (e + Cc) = abe + abe’ abe + abe + 
abe + abe + abe + ad! b'e!, 

Enz. 

Ook spreekt men van logische functies, die eveneens 
ontwikkeld kunnen worden, en is er sprake van sommen 
en producten van zulke functies, terwijl ook vergelijkingen 
worden opgelost. 

Een eigenaardig voorbeeld wordt gegeven als het problema 
van Venn: 

De leden van een commissie van toezicht eener finantiëele 
maatschappij zijn òf obligatiehouders, òf aandeelhouders (doch 
niet beide tegelijk. Alle obligatiehouders behooren tot de com- 
missie. Wat volgt hierwit omtrent de samenstelling der com- 
missie? 

Als a het aantal leden der commissie voorstelt, 5 het 
aantal obligatiehouders, c het aantal aandeelhouders, dan is 
abe J-be, bd, 
want c’ is een niet-aandeelhouder, dus be’ beteekent het 
aantal personen, dat wel obligatiehouder, doch niet aan- 
deelhouder is; en evenzoo stelt b'c het aantal personen 
voor, dat wel aandeelhouder, maar niet obligatiehouder is. 

De som van de beide termen omvat dus alle samen, en 
de eerste formule zegt, dat het aantal leden der commissie 
besloten is in het aantal obligatie- en aandeelhouders. 

Door eenige bewerkingen op de formules toe te passen, 
vindt men 16 vergelijkingen, waarvan eenige een onge- 
rijmdheid bevatten, terwijl de anderen geven: 


(be =0) (a =b +) d.w.z. b en c sluiten elkander uit; 
de commissie bestaat uit 
GDL Taft did be sel een 


ND Het teeken iervogr is het teeken, <, doorgostroupt. 
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Gb 0 S=") d.w.z. er zijn geen obl.h.; en alle 
f aand.h. samen vormen de 
commissie. 
(a — 0) (b == 0) ner is-geen commissie 


DDB =d „ er zijn geen obl.h.; dus slechts 
aand.h. hebben zitting. 

Ob) „er zijn geen aand.h.;dus slechts 
obl.h. hebben zitting. 

„ a en c sluiten elkander uit; 
de commissie bestaat alleen 
uit obl.h. 


Een meetkundige voorstelling met behulp van cirkels 
(zooals dit in de logica gebruikelijk is) geeft dezelfde uit- 
komsten. Zelfs is een werktuig vervaardigd, een soort 
piano, waarmede de oplossing van vraagstukken kan 
worden verkregen. De algebra omvat niet de geheele 
logica, doch slechts dut gedeelte, waarvan Aristoteles de 
grenzen omschreef. Ze is dus veel minder omvattend dan 
de o.a. door Peano ontwikkelde logica der wiskunde. 

Knel AES) 


Symbolie Logie and its applications by Hugh Mae Coll 
B. A. (London). London, Longmans, Green and Co. 1906, 
Sr nnd. 

In dit boek ontwikkelt de schrijver een geheel nieuw 
stelsel van symbolische logica, dat reeds sedert 1872 ge- 
deeltelijk in verschillende tijdschriften is behandeld. Het 
is veel gemakkelijker leesbaar dan het werkje van Cou- 
turat (zie hiervoor), zoowel tengevolge van de meer om- 
vangrijke beschrijvingen als van de hier en daar bijgevoegde 
eenvoudige voorbeelden. De schrijver begint zijn inleiding 
met de mededeeling, dat hij zijn best gedaan heeit de 
grondslagen in heldere en eenvoudige taal te ontwikkelen ; 
of het echter voor „an ordinary schoolboy of ten or twelve” 
geschikt is, moet eenigzins worden betwijfeld. 

Mae Coll blijft niet krampachtig vasthouden aan symbolen, 
en wijkt ook af van de grondslagen van al zijn voor- 
gangers, wat betreft de opvatting van het uitgangspunt 
bij een redeneering. Hij stelt dus voorop: dat het geoor- 
loofd is een nieuwe beteekenis te geven aan een reeds 
gebruikt wordend symbool, mits er geen verwarring kan 
ontstaan; en dat de volledige mededeeling (of onderstelling) 
de eenheid van redeneering is. (Hiermede wordt bedoeld 


ie) (tb) 
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dat de Schr. niet zooals al zijn voorgangers de mededeeling 
splitst in subject en predicaat, maar beide te samen 
als één geheel beschouwt). Zijn symbolen wijken daardoor 
geheel af van die van Couturat, zooals dadelijk blijkt uit 
vergelijking van de oplossing op blz. 112 —114 van deze afle- 
vering met het vermelde op bladz. 117 en volgende. 

Het werken met coëfficienten geeft beknoptheid aan de 
formules, waardoor het overzicht gemakkelijker wordt. 
Door onderscheid te maken tusschen een „mededeeling” 
en een „voorstelling’” kan meer nauwkeurigheid worden 
bereikt dan bij andere systemen. 

Onder mededeeling wordt dan verstaan een enkel woord, 
begrip, of symbool, waarmede iets bedoeld wordt zonder 
nadere omschrijving, terwijl een voorstelling een volledige 
zin geeft. 

Schr. komt tot zijn opvattingen door de vermoedelijke 
ontwikkeling na te gaan van de taal bij oorspronkelijke 
volken. 

Er wordt op gewezen, dat de vele paradoxen ontstaan 
door dubbelzinnigheid van. woorden, en ook door verkeerde 
opvatting van het —=teeken (dat in het boek bedoeld is 
als „gelijkwaardig met”, en niet als „synoniem aan”) 

Het vraagstuk van Venn (op bladz. 120 van deze afl: 
vermeld) wordt ook door Mac Coll behandeld in een iets 
anderen vorm. Daar reeds op bladz. 112 —114 van deze afl: 
een voorbeeld is gegeven van de wijze van werken} blijve 
de bespreking van de oplossing achterwege. 

In een afzonderlijk hoofdstuk worden eenige vraagstuk- 
ken, de logica betreffende, behandeld, die voor examens in 
Engeland zijn opgesteld, terwijl aan het slot van het boek 
toepassingen op wiskunde worden gegeven: grenswaarden 
van een veranderlijke in een of meer ongelijkheden; grens- 
waarden van een veranderlijke in teller en noemer van 
een breuk, waarvoor die breuk positief of negatief is; 
oplossing van vergelijkingen; de grenswaarden van een of 
meer veranderlijken, waarvoor een gegeven vorm positief, 
en een andere vorm negatief is; bepaling van meervoudige 
integralen. Sneller en overzichtelijker dan met de gewone 
wiskunde geschiedt dit echter niet. F. J. VAES. 


Initiation mathématique, ouvrage étranger à tout pro- 
gramme, dédié aux amis de l'enfance par C. A. Laisant. 
Genève, Georg & Cie; Paris, Hachette & Cie, 1906. 
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De bedoeling van dit boekje is, een weg aan te geven, 
waarop men spelenderwijze kinderen wiskundige begrip- 
pen kan bijbrengen. Daarbij moet niet angstvallig de 
tekst gevolgd worden, doch men moet — overeenkomstig 
den geest van het werkje — zich richten naar den aard 
van het kind, dat men moet opvoeden. Voortdurend wijst 
de schrijver er op, dat men de kennis op aangename wijze 
moet aanbrengen, nimmer het woord „studie’” moet ge- 
bruiken, en feitelijk alleen een leiding moet geven aan 
den gedachtengang van het kind. 

Bewijzen geeft de schrijver niet; het is hem voldoende, 
dat de kinderen de juistheid van een of andere eigenschap 
inzien door directe waarneming. 

Het boekje begint met het tellen; de stokjes, die daar- 
voor gebruikt worden, dienen later om een rechte lijn te 
vormen. Aftrekken geschiedt door een aantal gekleurde 
stokjes (—=aftrektal) in één lijn te leggen, en van het 
eindpunt een ander aantal (—=aftrekker) in tegengestelde 
richting te plaatsen. Dit leidt tot de negatieve getallen. 
Bij de vermenigvuldiging komt ook de arabische methode 
ter sprake. De schrijver vermeldt niet de stokjes van 
Neper, die door Lucas weder in den handel zijn gebracht. 
Na de zeef van Eratosthenes wordt in het kort over 
deelen en breuken gesproken, en volgt de meetkunde met 
constructies van eenvoudige figuren, zoowel in het platte 
vlak als in de ruimte. Dan worden oppervlakken bepaald, 
het theorema van Pythagoras vermeld, en eenige merk- 
waardige producten uit de figuur afgeleid. De driehoekige 
en vierhoekige getallen worden besproken, en de som van 
n achtereenvolgende daarvan afgeleid uit de figuren. Ook 
wordt de som van ” kubiek-getallen gevonden. De machten 
van 11, de driehoek van Pascal, de talstelsels, in het 
bijzonder het tweetallig stelsel worden vermeld; de reken- 
kundige en meetkundige reeksen en een voorbeeld van 
permutaties besproken. Dan komt het gebruik van passer 
en gradenboog; de volumina van cilinder en kegel worden 
medegedeeld. Daarna volgen grafische voorstellingen met 
toepassingen op bewegingsvraagstukken, treinenloop enz, 
en den kogelbaan; dan het begin van analytische meet- 
kunde: parabool, ellips, hyperbool, harmonische punten en 
bundel; het boekje eindigt met een bekende paradox (64 
en 65 vierkanten), de vermelding van toovervierkanten, 
en een sluitrede, waarin de schrijver zich niet zeer gunstig 
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uitlaat over het lager onderwijs in Frankrijk, en zich een 
groot voorstander betoont van het boek van Méray. (Zie 
W. T., 2en jaarg. bl. 82). 

Zeer zeker zal men veel van wat het boekje bevat aan 
een kind kunnen leeren; of echter alles tusschen den 
leeftijd van 4 en 11 jaar kan worden afgedaan, valt te 
betwijfelen; misschien is dit mogelijk als het kind geen 
school bezoekt. Al naar gelang den aard van het kind 
zal men meer of minder ver van den gedachtengang van 
het boekje moeten afwijken; de aard van den opvoeder 
zal hierbij noodzakelijk ook invloed hebben. 

Bij een vrijzinnige opvatting van den inhoud, kan het 
boekje veel nut stichten. De schrijver zegt in zijn voor- 
rede, dat het nimmer in handen van het kind zelve mag 
komen, voordat alles ervan behandeld is. F. Je VAES: 


Vraagstukken. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 Juni 1907. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing een afzonderlijk vel papier te nemen.) 


146. Het punt waarin een zijvlak van een tetraëder 
geraakt wordt door den bijbehoorenden aangeschreven bol, 
wordt verbonden met het midden van de overeenkomstige 
hoogtelijn Men vraagt te bewijzen dat de vier lijnen, die 
men zoodoende in een tetraëder trekken kan, elkander in 
een merkwaardig punt snijden. | CG. A. CiKor. 


147. Aan een scheeven cirkel-kegel zoo’n stand te geven 
dat, als stoffelijke punten van uit den top tegelijkertijd 
langs de verschillende beschrijvende lijnen beginnen te 
vallen, zij tegelijk op het grondvlak aankomen. (Weer- 
standen verwaarloozen.) … C, A, CiROT: 


148. De meetkundige plaats te bepalen van de lijnen 
die de hoeken middendoor deelen tusschen een vaste Lijn 
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en de lijnen van een plat vlak, door het snijpunt van lijn 
en vlak getrokken. CG. A. Crkor. 


149. Twee wiggen van Wallis met gemeenschappelijk 
grondvlak en gemeenschappelijke as, maar met elkander 
snijdende ruggen, snijden elkander volgens twee vlakke 
kromme lijnen. CG. A. Crkor. 


150. Een trapezium te construeeren, als gegeven zijn de 
diagonalen, de som der evenwijdige zijden en de verhouding 
der beenen. Jm. Se GRIEND IJ Tr 


151. Een willekeurige veelvlakkenhoek wordt door drie 
evenwijdige vlakken gesneden volgens drie veelhoeken met 
oppervlakken O,, Oy en O3. De verhouding van de stukken 
van iedere ribbe tusschen O, en Oy en tusschen O, en O3 
is m:n. Te bewijzen: 

dns (Mrt) Omi 204 Om? (mm Fn) — 
20,0, m?n* — 20, O, n? (Mm + 7)? = 0. 
J. v. d, GRIEND Jr. 


152. Een punt P heeft een eenparige rechtlijnige be- 
weging in een plat vlak V, dat insgelijks een eenparige 
rechtlijnige beweging heeft. Gevraagd de enveloppe in het 
onbeweeglijke vlak van een rechte, die P met een stand- 
vastig punt Q van V verbindt. 

Aen ROER GERIEN Del: 


155. Men bepaalt de 1ekenkundige middelevenredige tus- 
schen elke twee opeenvolgende termen eener rekenkundige 
reeks van de orde u, daarna de rekenkundig middeleven- 
redigen tusschen elke twee opeenvolgende termen der 
ontstaande reeks, enz, tot men de pde nieuwe reeks ver- 
kregen heeft. Van deze reeks de reeks der eerste ver- 
schillen te bepalen, uitgedrukt in de reeks der eerste ver- 
schillen van de oorspronkelijke reeks. Bovendien den „den 
term der nieuwe reeks uit te drukken in de termen 
in, in +1,...intp der oorspronkelijke reeks. Uit de beide 
daardoor mogelijke uitdrukkingen van den nden term der 
nieuwe reeks indentiteiten af te leiden. Uitbreiding op 
het geval, dat men, in plaats van den rekenkundig middel- 
rin 8tn 41 

ht 
schakelt. Je Ward. GBIEND, JE, 


evenredigen, telkens den term tusschen- 
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154. Wanneer is de som van 2 getallen op hun product 


deelbaar. H. G. A. VERKAART. 
155. Wanneer is de som van 2 getallen deelbaar op de 
som hunner vierkanten. H. G. A. VERKAART. 


156. Wanneer is de som der 8de machten van 2 ge- 
tallen deelbaar door het vierkant van de som die getallen ? 
H. G. A. VERKAART. 


157. Wanneer is de som van 8 getallen deelbaar op de 
som hunner vierkanten? H. G. A. VERKAART. 


158. Wanneer is de som van 3 getallen deelbaar op de 
som hunner derde machten? H. G. A. VERKAART. 


159. Alle bollen, die de oppervlakken van 2 vaste bollen 
middendoor deelen, hebben 2 punten gemeen. 
J. N, VISSCHERS. 


160. In de hoekpunten van A ABC trekt men raaklijnen 
aan den omgeschreven cirkel. Zoodoende wordt een A 
A'BC' gevormd. Bewijs dat 1) de lijnen AA’, BB’ en CC’ 
de symmedianen zijn van A ABC. 2) bij een scherphoeki- 
gen driehoek: AA’ = 2, sec A; BB’ = zj sec B; CC’ =zsec0. 
Is een der hoeken, bijv. L A stomp, dan vindt men AA'= 
2u sec Às BB’ == sec B; CW == gtsec C/ Zo, 21 COME 
hierin zwaartelijnen van A ABC voor. 

J. A. WERTENBROEK. 


Vraag en Antwoord. 


Vierde antwoord op vraag 11, bl. 252, 2en jaargang }). 

v. D. te ’s-Gravenhage zocht getallen, die men verdub- 
belen kan door het cijfer der eenheden vooraan te plaatsen. 
Hij vond die door met een willekeurig cijfer te beginnen 
en dit te verdubbelen, waardoor hij steeds getallen van 
18 cijfers verkreeg. 

De reden hiervan is, dat hij op deze wijze het repetent 
van 19 heeft verkregen. Dit heeft de eigenschap, dat als 
het met 2 wordt vermenigvuldigd het komende getal uit 


1) Dit antwoord kwam in, toen de le afl. reeds werd afgedrukt, 
zoodat het daarin niet meer kon worden geplaatst. ‚Red. 
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dezelfde cijfers bestaat, maar zoodanig, dat het cijfer der 
eenheden naar de linkerhand is verplaatst. 

lets dergelijks komt aan de repetenten van alle getallen 
toe; zoo behoort bij het repetent van 7 den vermenig:- 
vuldiger 5, bij dat van 21 den vermenigvuldiger 19, enz. 

In mijne jonge jaren leerde ik deze en andere bijzonder- 
heden op de lagere school. In den tegenwoordigen practi- 
schen tijd schijnt men aan zulke aardigheden niet meer 
te doen. 

Men kan iets over dit onderwerp vinden in de „Theorie 
der Cijferkunst’” van J. J. C. Donck, le deel, pag. 232 
en v.v. (Haarlem, de Erven Loosjes). 

Tilburg. - K. Bes. 


Correspondentie. 


Gaarne wil ik aannemen, dat Briot en Bouquet in hun 
Géométrie Analytique bij de vergelijking [/ dE Wit hs 


1 =0 zich hebben geplaatst op ’t volgens den heer Schuh. 
ruimere en beter verdedigbare standpunt, vanwaar men /x 
als tweewaardig beschouwt. (Zie bladz. 14 en 15 van dezen 
jaargang.) Zij doen dit dan echter zonder eenige afspraak. 
Men behoeft hun werk maar even in te zien om tot de 
overtuiging te komen, dat zij gewoon zijn W/x één waarde 
toe te kennen. De schrijvers geven voor de wortels van 


LJ pr + q=0 de gewone formule # —= — tp + Wi, p?-—g; 
’t punt (W/2, W3) is in hun boek een volkomen bepaald 
punt; zij schrijven cos 135° =—}/2, enz. Zeker ware 


een kleine opheldering bij zoo groote afwijking van hun 
gewoonte niet overbodig geweest, des te minder, omdat, 
zooals de heer Schuh zeer juist opmerkt, stellingen, die 
bewezen zijn voor een rationale verg. zoo maar niet op 
de verg. in irrationalen vorm mogen worden toegepast. 

’s Hertogenbosch. J. N, VISSCHERS. 


In ’t 2de gedeelte van mijne bijdrage op bladz. 72 van 
den Isten jaargang van dit tijdschrift komen helaas twee 
fouten voor. De gebogen oppervlakken der bedoelde bol- 
segmenten verhouden zich niet als de vierkanten van de 


128 


halve sinussen der spherische stralen, maar als de vier: 
kanten van de sinussen der halve spherische stralen. De 
analogie tusschen planimetrie en stereometrie bestaat hier 
dus niet; want men heeft sin? ta sin? 4b== sin? 4e, 
terwijl men zou moeten hebben sin? 4 a+ sin? 4 b==sin? }c. 
’s Hertogenbosch. J. N. VissCcHERS. 


Nieuw verschenen werken. 
(Door de redactie ontvangen.) 


Uitgaven van A. Versluys: 


J. VERSLUYS. Beknopt leerboek der rekenkunde. Eerste 
deel, 8e druk, 1905, f 0.60. Tweede deel, 6e druk, 1905, f 0,60. 

RN ED .….... Algebraïsche Vraagstukken. 2e stukje, 
8e druk, 1906, f 0.60. 

ARE HEE Deelbaarheid en repeteerende breuken. 
6e druk, 1906, f 0.80. 


Uitgaven van C. F. Sierig, Amsterdam: 


D. VAN VLIET. Leerboek der Werktuigkunde. 2e druk, 
1906. Geb. f 2.75. 

S. OSINGA. Beknopt Leerboek der Meetkunde. 1906. 
Geb. f 1.40. 


Uitgaven vun J. B. Wolters, Groningen: 


L. BĲ DE LEY. Leerboek der Rekenkundestemdeen 
100 MR 

D. BOSWIJK en E. MEYER Kerste verzameling reken- 
kundige vraagstukken ten dienste van het middelbaar en 
gymnasiaal onderwijs, van instituten, normaal- en kweek: 
scholen. be druk,-1906. f 0.25. 
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det doorlóópen van bochten door motorwagens 


DOOR 


D'. L. U. H. C. WERNDLY 
(Utrecht). 


Daar motorwagens gemakkelijk moeten kunnen wenden 
en toch, wegens hun lagen bouw, geen draaiend onderstel 
toelaten, moet de gemeenschappelijke as der beide voor- 
wielen, zooals wij die bij de gewone rijtuigen kennen, ver- 
vangen worden door twee kleine assen, voor elk voorwiel 
één; beide assen zijn door een dwarsstang aanééngekop- 
peld en worden daardoor steeds gelijktijdig bewogen; zij 
zijn, draaibaar in een horizontaal. vlak, aan het chassis 
bevestigd en wel zóó, dat zij in den normaalstand in elkaars 
verlengde en parallel aan de achteras zijn, zooals in fig. 1 
MA en NB dat aangeven. Dus zijn in dien stand de vier 
wielen A, B, C en D evenwijdig aan de lengterichting van 
den wagen. Beschouwen wij nu den wagen op ’t oogen- 
blik, dat die een bocht doorloopt, draaiende dus om een 
punt O als middelpunt. Dit is feitelijk het algemeene, 
alles omvattende geval, want, het punt O links of rechts, 
ver of nabij aannemende, hebben wij naar weerszijden 
zwakke of sterke bochten voor ons, terwijl eindelijk een 
oneindig groote afstand van Oden normaal- of rechten 
stand, dus: den toestand op den rechten weg, weergeeft. 
Zal de wagen correct door de bochten loopen, dan moeten 
ten allen tijde de vier wielen concentrische cirkels om het 
tijdelijke draaiïingsmiddelpunt van den wagen beschrijven 
en derhalve met hun assen naar dat punt gericht zijn. 
Twee gevolgtrekkingen zijn hieruit te maken: 


lo. daar de achteras onverstelbaar is, ligt O steeds op ’t 
verlengde dier as, hetzij naar links, hetzij naar rechts, 
naisotveraf, 

2o. de, in gedachte, verlengde vóórassen moeten elkaar 
steeds snijden in het verlengde der achteras, onver- 
schillig ‘of de wagen een bocht of een rechten weg 
doorloopt. Dat snijpunt is het tijdelijke draaipunt voor 
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den wagen en kan oneindig ver liggen, in welk geval 
de vóórassen parallel aan de achteras zijn. 


De tweede voorwaarde bij het maken van bochten is, 
dat elk der wielen een hoeksnelheid heeft, overeenkomende 
met de lengte van den door elk wiel af te leggen boog; 
bij de vóórwielen — en daarmede zullen wij ons nu alleen 
bezig houden — is deze voorwaarde altijd vervuld, daar 
hun hoeksnelheid geheel onafhankelijk en onbeperkt is en 
dus ten allen tijde de voor de booglengte vereischte 
waarde kan aannemen evenals de wielen van een gewoon 
rijtuig. 

Draait de wagen om het punt O (zie fig. 1), dan komen 
de: vóórassen volgens Ma en Nb te staan, zijn op O ge- 
richt, en hebben dus hun onderlinge evenwijdigheid, die 


et ee 


den normaalstand kenmerkte, verloren. Ja, het is gemak- 
kelijk in te zien, dat, hoe naderbij O ligt, des te sterker 
het verschil in richting der vóórassen wordt. De rechter 
vóóras is ter grootte van £ BNh =d, de linker ter grootte 
van £ AMa==® omgedraaid; het verschil — bis £ NOM, 
zooals terstond uit de figuur te zien is. Dat deze hoek 
(die het verschil in richting der vóórassen aangeeft) aan- 
groeit van nul tot zijn maximum, indien O uit het on- 
eindige tot den wagen nadert, blijkt uit den daarbij niet 
veranderenden inhoud van A MON. Immers: 


inh. MON == EMN X KI == tMO X NOx SIOE MN 
en hieruit volgt, dat het laatste gedurig product constant 


is; nemen nu, bij het naderen van O, zoowel MO als NO 
af, dan moet onder die omstandigheden Z MON van nul 
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af aangroeien. In de praktijk is die hoek altijd klein, 
omdat het punt O nooit zeer dicht bij den wagen liet. 
Uit de figuur kan een eenvoudig verband tusschen ® en 
d afgeleid worden: 


Noemt men MN = 2 en KI, den radstand, = a, dan is 
cot P — cot }=PM:PO—PN:PO=MN:PO=2: 5. 


Deze betrekking geldt algemeen, voor elke bocht dus; 
zij leert ons, dat, hoe langer en hoe smaller de wagen, 
des te minder verschil tússchen & en &, welke waarde zij 
ook ieder mogen hebben. Als die twee hoeken dus klein 
zijn, zullen bij lange wagens de voorwielen nog bijna pa- 
rallel aan elkaar staan, als deze laatsten onder dezelfde 
omstandigheden bij kortere wagens reeds een goed merk- 
baren hoek samen vormen. Hier staat tegenover, dat ® 
en U bij langere wagens grooter moeten zijn, in de ver- 
onderstelling dat de straal van de bocht constant is. Ook 
dit blijkt uit figuur 1, als wij de lengte der vóórassen 
MA == NB « noemen: 


het wiel A doorloopt een cirkel met straal a cosec b + z, 


D) ” B »” ” ) ) Dj) A COSEC & — 44) 
” » C » » Dj » » ‚cot P + dt, 
” ” D »” D) D) D) Di A cot 4 — %, 


Het gemiddelde van deze vier waarden zullen wij be- 
schouwen als den straa) van de bocht, die de wagen zelf 
doorloopt. Men vindt daarvoor: 


Ki 5 {cosec P + cot P J cOSeC H + COL 


Dek ent rh CORP hut GOS 
ekke sin: ® sin » 
2 cord droo 
Do 2 hese jl 
maes EE: d kong ab 
9 En ig: il Lt 
| 2 sin — COS > 2 sin + cos | 


Beld aren kaj 
hief KOKEN AE 


Derhalve is, bij constante d$ en J, de straal van de bocht. 
evenredig aan den radstand en, om eenzelfde bocht te 
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doorloopen, zal men in een grooteren wagen de voorwielen 
meer moeten omdraaien, dan in een kleineren wagen. Dit 
blijkt nog duidelijker, als men een zeer langen wagen 
(P weinig verschillend van &) en zwakke bochten (® en 
v zeer klein) beschouwt; de uitdrukking voor R wordt dan 
eenvoudig: 


zoodat, onder die omstandigheid, de straal van de bocht 
recht evenredig aan de wagenlengte is en omgekeerd 
evenredig aan de stuurbeweging, welke voor die bocht 
noodig is. 


De vraag rijst nu: hoe moeten de voorwielen aanéénge- 
koppeld worden, opdat bij het maken van een bocht, op 
het omwenden van het eene voorwiel door het stuur- 
rad, de juiste verplaatsing van het andere voorwiel van 
zelf volgt en wel zóó, dat altijd voor elke willekeurige 
bocht geldt: 

cot Î — cot == 2: A 


en op den rechten weg het parallelisme van de vóór- met 
de achterwielen verzekerd is. Aan de laatste voorwaarde 
is gemakkelijk te voldoen: indien de vóór-as MA een vaste 
stang ME en de vóór-as NB een vaste stang NF draagt, 
heeft men E en F slechts door een dwarsstang te ver- 
binden; wanneer dan de lengte van deze laatste goed 
gekozen is voor den normaalstand en de symmetrie links 
en rechts bewaard is gebleven, is de lengte van EM of EN 
en ook de grootte van Z AME of / BNF geheel onver- 
schillig en de wagen loopt correct op den rechten weg; 
doch dat is niet voldoende en het zal ons blijken, dat wij 
in de keuze van de lengte EM =p, maar vooral in de 
bepaling van L AME niet vrij zijn, zal de wagen ook 
bochten kunnen doorloopen, zonder dat de wielen over den 
grond schuren. 

Stel b.v. dat die hoek recht was, dat dus ME in de 
richting MG en NF in de richting NH stond, terwijl 
GH =298 de verbindende stang in dat geval zijn zou, dan 
zouden niet alleen in den normaalstand maar ook bij ’t 
maken van een bocht, welke ook, de beide voorwielen 
onderling parallel zijn en blijven; & en & zouden steeds 
evengroot zijn en dit zou strijden met het reeds gevonden 
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resultaat, dat het verschil & — ® aangroeit met de sterkte 
derstacht £ AMESS (BNP "kan dus"niet recht”zijn’ en 
mag nu voorgesteld worden door de uitdrukking: 
90° —e, 
waarin wij « positief of negatief zullen nemen, al naardat 
de beide stangen ME en NF in den normaalstand naar 
voren divergeeren of convergeeren. In beide gevallen is: 
EF =2(MK + ME, sin ©), 
„ =4(BH e.sine). 

De lengte van de dwarsstang is dus bekend, zoodra 
en « berekend zijn *) en de vraag, die ons bezighoudt, is 
daardoor als volgt te formuleeren: 

Welke waarde moeten „ en « hebben, opdat, hoe men 
ook wenden moge, steeds gelden blijft: 

cot P —cott—=2B: A, 

Dit vraagstuk is, in dezen algemeenen vorm, onoplos- 
baar; hoogstens kan men ep en e« zóó kiezen, dat voor twee 
waarden van ® en voor de twee daaruit voortvloeiende 
waarden van & voldaan wordt aan de voorwaarde, dat de 
lengte EF, door het wenden in haar nieuwen stand ef 
gekomen, niet veranderd is, m. a. w.: 


{2 (B + osin y= 
{2 B + osin(e —®) + osin (e + EN 
{p COS (8 — P) — # GOS (£ + 4)}2, 
of na herleiding: 
2Bsin ed psinte= 


DH Ld 


COS sin? 
9 2 + ad 


2 @ sin 


idem 
5 


Dubstitueert men in deze vergelijking achtereenvolgens 
twee stellen waarden voor ® en %, voldoende aan de voor- 
waarde cot ® — cot &==2fB:A, dan ontstaan er twee ver- 
gelijkingen, die # en # geheel bepalen, doch helaas onop- 


*) Feitelijk maakt men de dwarsstang altijd iets korter, opdat ook 
in den normaalstand de voorwielen naar voren iets zouden conver- 
geeren; onder het rijden worden zij dan door den voortdringenden 
wagen en hun eigen weerstand op den grond, parallel aan elkaar, 
zooals behoort. Zonder dezen voorzorg zouden de in rust parallele 
voorwielen, onder het rijden, naar voren divergeeren. — Bij de gewone 
rijtuigen moet hiermee eveneens rekening gehouden worden. 
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losbaar zijn. Hoewel men beide malen & geheel vrij — 
doch binnen de grenzen van het praktisch uitvoerbare — 
mag kiezen, kan men geen twee oplosbare vergelijkingen 
voor op en e formeeren. Zoo zou b.v. de substitutie van: 


P=e en PY —= 90° 


met behulp van de twee ’t laatst genoemde vergelijkingen 
leiden tot de volgende twee goed oplosbare vergelijkingen : 


cotse—tge=2B:A en AfBsine=2B He COS 2e. 


Doch de veronderstelling P+ == 90° zou beteekenen, 
dat de totale bewegelijkheid van elk voorwiel 90° bedroeg, 
't geen praktisch onmogelijk is. Wij moeten dus een 
geheel anderen weg inslaan, om tot een oplossing van ’t 
vraagstuk te geraken. 

Wat vooreerst de lengte © betreft, het zal straks 
blijken, dat de stangen ME en NF naar voren toe diver- 
gent moeten komen te staan, en dat ze dus, bij eenige 
lengte van beteekenis, in aanraking zouden komen met de 
spaken van ’t voorwiel; o mag dus niet groot zijn, doch 
van den anderen kant ook niet te klein, omdat anders de 
hefboom, waaraan de dwarsstang werkt, te klein zou 
worden. De grootheid p kan dus feitelijk niet berekend 
worden, maar wordt zoo groot genomen, als de nabijheid 
der voorwielen dat toelaat. Naarmate « grooter is, kan 
dus © ook langer worden, maar, daar ‚de soliditeit in ’t 
draaipunt M of N vordert, dat « klein is, is eveneens 
klein en volkomen bepaald, zoodra s« bekend is. Men kan 
hieraan niets veranderen, door de naar voren divergeerende 
staven ME en NF naar achteren te verlengen en achter 
de vóór-as door een dwarsstang van passende lengte te 
verbinden, want daar is, door de plaatsing van den motor, 
gewoonlijk nog minder ruimte. 

Wij hebben nu als onbekende alleen « nog over en 
kunnen dus ook slechts voor één enkel stel waarden van 
P en } de zaak in ’t reine brengen. Maar nog een andere 
invloed doet zich bij de keuze van « gelden. Om dat in 
te zien, zullen wij eens even afzonderlijk beschouwen de 
twee staven ME en NF, draaiende resp. om de vaste 
punten M en N en verbonden door de dwarsstang EF, 
Indien deze laatste even lang was als de afstand MN, 
zoude de draaiing van uit den normaalstand ongehinderd 
plaats kunnen hebben, linksom of rechtsom 180°, evenals 
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de gekoppelde groote wielen van een locomotief onbeperkt 
bewegelijk zijn. Dit geval zou overeenkomen met «—= 0; 
laat men nu in gedachten « in positieven of negatieven 
zin toenemen, dan is: 


EF =20 4 2psine +28 


en wel is EF nu grooter of kleiner dan 28 al naardat 
e positief of negatief is geworden. In beide gevallen is de 
bewegelijkheid naar weerszijden minder dan 180°, neemt 
met het verder toenemen van « snel af en wordt nul 
voor e= + 90°. De omvang van beweging hangt dus van 
se af en na het bovenstaande is het duidelijk, dat bij motor- 
wagens e« klein moet zijn. Alleen moeten wij nog een 
oogenblik stilstaan bij de wijze van beweging der dwars- 
stang zelve. Is e=—=0° en de omvang der beweging dus 
180°, dan verplaatst zich die stang uitsluitend parallel aan 
zich zelf; bij elke andere waarde van «€ komt er een 
draaiing bij, en hoe meer « tot + 90° nadert, des te meer 
zal de draaiing de overhand krijgen op de zijdelingsche 
verplaatsing, om bij lim, e= + 90° uitsluitend uit draaiing 
te bestaan, terwijl voor «== + 90° alle beweging ophoudt. 
Gelijk we reeds zagen, hebben wij hier alleen te maken 
met kleine waarden van e, gepaard gaande dus met 
grooten bewegingsomvang en met verplaatsing der dwars- 
stang, nagenoeg uitsluitend evenwijdig aan zich zelf. Dit 
laatste wordt, zooals men licht kan inzien, nog zeer in de 
hand gewerkt, doordat die stang zelf zoo lang is, verge- 
leken met de korte armen ME en NF. Immers, wanneer 
men in fig. 1 Me en N/, ieder met behoud van hun eigen 
richting en lengte, van elkaar verwijdert, zóódat M en N 
op de lijn AP blijven, valt de lijn ef hoe langer hoe meer 
met de richting EF samen; altijd in de onderstelling, dat 
e klein is. In de figuur is duidelijkheidshalve e niet klein 
genomen; men moet zich dus voorstellen, dat EF na de 
verplaatsing in ef niet noemenswaard van richting ver- 
anderd is en dat dus de lijnen MGg en NhH, die loodrecht 
op EF staan, tevens als loodlijnen op ef te beschouwen zijn. 

Eindelijk moet nu de grootheid « bepaald worden, zoowel 
in teeken als in absolute waarde; wij hebben zooeven op 
het eindresultaat, dat zij positief was, reeds vooruitge- 
loopen en weten feitelijk alleen, dat zij zeer klein moet 
zijn. En wel zullen wij « zóódanig kiezen, dat de wagen 
althans één bepaalde bocht zonder fout beschrijven kan. 
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Het ligt voor de hand daarvoor te nemen de bocht, die 
het meest voorkomt, zijnde de bocht, die hit altijd 
aanwezig is in de praktijk en waarvoor: 


Baneet een 


overeenkomende met een oneindig kleine zijdelingsche ver 
schuiving à van de dwarsstang, die daarbij parallel aan 
zich zelf blijft. Is e langs dien weg bepaald, en 9 zoo groot 
genomen als de ruimte toelaat, dan doorloopen de voor- 
wielen zonder fout alle zeer zwakke bochten en den 
rechten weg, terwijl in de meer zeldzame sterke bochten 
de fout niet groot zal zijn. Meer is niet bereikbaar; de 
praktijk leert, dat het voldoende is. 

Wij herinneren er aan, dat + « beteekent: de afwijking 
der stangen ME en NF buitenwaarts of binnenwaarts van 
de lengte-as des wagens. Wordt nu de dwarsstang EF 
over een zeer kleine lengte ò zijdelings verplaatst, b. v. 
naar rechts, zoodat de beide vóór-assen elkaar in O snijden, 
dan vermindert, voor het linker vóórwiel sinuss met een 
bedrag & en dan vermeerdert voor het rechter vóórwiel 
sinuse met een bedrag à. 

Derhalve: 


v—bg.sin (sine +3) —e en Ò—=e— bg. sin (sin € — 3). 
En dit gesubstitueerd in: 
cot P — cot b=2B: A 


of, wegens de kleinheid van ® en V, Ea E= en 
geeft : | 

] Ee Ì A 
“e— bg.sin (sine —ò) _ bg.sin (sine 43) —e A 


Nu geldt, volgens de reeks van Taylor, voor lim. à — 0. 
3 
V1—(sine + 92 


bg, sin (sine 4 d) —=e + 


Zoodat er komt: 


Wi {sine — 32 EEE 5 
5 ET 5 vi Ga 


Voos? e + 2òsine VOE dS 


jen et) 


cos « 1 A0 to € |A ntejeg 
S Er EE EEE 
lik. Ri COS € dais cos « | ene 


cose | ige tge | 20 
Kn eea COS 0E cose | A 
coss2dtge _ 29 
| DIGORIE 1e, Ord 
of ten slotte: 
Ki, 


Gevolgtrekkingen: 


lo. De kleine hoek « is positief, zoodat ME en NF in den 
normaalstand naar voren divergeeren. 

2o. Daar tg / MIK ook 8: is, is L MIK =e, en daarom 
moeten in den normaalstand ME en NPF, denkbeeldig 
verlengd, elkaar in het midden der achter-as snijden, 
zooals in fig. 1 voorgesteld is. 

30. In de uitkomst speelt à geen rol, zoodat het gevonden 
resultaat geldt voor alle mogelijke bochten, mits met 
grooten straal beschreven. 

4o. Daar de tangens van e recht evenredig aan de breedte 
en omgekeerd evenredig is aan den radstand van den 
wagen, make men, aangezien & absoluut klein moet 
zijn, de motorwagens lang en als ’t kan niet te breed, 
althans van voren niet. 

50. Het resultaat is evenzeer van toepassing op fietsen 
met voorspanwagens, daar de afstand CD nergens ter 
sprake is gekomen en dus oneindig klein verondersteld 
kan worden, in welk geval beide achterwielen tot één 
samenvallen. 


De achterwielen van motorwagens gedragen zich geheel 
anders als de voorwielen; men zou haast kunnen spreken 
van „tegengesteld.”” Immers als wij de twee voorwaarden 
voor het maken van bochten aan de vóór- en aan de 
achterwielen toetsen, komen wij tot het volgende: dat de 
assen der wielen gericht moeten zijn op het draaipunt, 
vereischt bij de vóórwielen een theoretisch ingewikkeld 
koppelingsmechanisme, terwijl voor de achterwielen, wier 
as onverstelbaar is en steeds het draaipunt bevat, aan die 
voorwaarde van zelf voldaan wordt. Maar, omgekeerd, dat 
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de wielen een hoeksnelheid moeten hebben, in overeen- 
stemming met den te doorloopen boog, vereischt bij de. 
voorwielen, die geheel en al vrij bewegelijk zijn, geen 
enkelen voorzorg, terwijl de beide achterwielen met het 
oog daarop juist op een bijzondere wijze gekoppeld moeten 
zijn, zóódanig dat zij, beide door den motor bewogen, toch 
onderling verschillende omwentelingssnelheden kunnen 
aannemen. 

Men verstaat onder de snelheid van een wagen in een 
bocht, den weg, dien door het midden der achteras per 
tijdseenheid afgelegd 
wordt. Een ander punt 
LB es M der achteras zou een 
BEIRA Tp R_2 grooteren of kleineren 
{ | ne Ogg weg afleggen, al naardat 
Ca het op grooteren of klei- 
haa B neren afstand van het- 

tijdelijke draaiïngsmid- 
delpunt verwijderd was. 
Indien b.v. (men zie 
fig. 2) bĳ een wagen- 
breedte van 29, het midden I der achteras met een snel- 
heid S een boog met straal R doorloopt, is de middel- 
puntshoek per tijdseenheid S/R, en dan vindt men, daar 
bij gelijken middelpuntshoek de booglengte evenredig aan 
den straal is, voor de snelheid van het buitenste achter- 


wiel S/R(R + B) =S „6, en voor die van het binnen- 


ste achterwiel S/R (R — 9) == S — el Derhalve is in een 


bocht de snelheidstoename voor het buitenste wiel even 

groot als de snelheidsafname voor het binnenste. De 

achterwielen moeten daarom in een bocht onderling ver- 

schillendeïsfsnelheden kunnen aannemen en wel zóó, dat 

de som der snelheden (2$S) constant blijft en dat het ver- 
282 


schil (E55) omgekeerd evenredig aan den straal der 


bocht is. Het mechanisme, dat deze merkwaardige distri- 
butie tot stand brengt, heet „het differentiaalwerk” en is 
meestal als volgt ingericht: 

In fig. 3 ziet men, hoe de achteras van den wagen 
eigenlijk uit twee helften T en U bestaat, die elk een 


Z 
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wagenwiel dragen en in ’t midden bijna aan elkaar raken, 
daar ter plaatse eindigende in een loodrecht er op staand 
kamrad.. Aen W ‚De „motor, werkt op. een tad»X, dat, 
midden tusschen V en W, 
spaken van X, een derde P, 
kamrad 4 draaibaar beves- 5 
tigd is, welks tanden in | 
die van V en W ingrij IE 
pen, zoodat Z als 't ware VIS, 
de brug is, die de twee xe 
as-helften verbindt. Figuur 
4 geeft een zij-aanzicht van 
spaak, draaiende kamrad Z. 
Het spreekt vanzelf, dat V en W in grootte en aantal 
tanden aan elkaar gelijk zijn; eenvoudigheidshalve zullen 
wij veronderstellen, dat Z een even groot uantal tanden 
heeft als V en Ws; een vereischte is dit echter geens- 
zins. 

ZL kan twee soorten van omwentelingen maken: 
ben eerste, als-onderdeel van rad.X, om de as TU en 
heid ==e rondgedraaid wordt, beschrijft 4 zijn revoluties 
rondom de achteras TU, zonder daarbij 
om zijn eigen as Y te wentelen, neemt 
daarbij echter de kamraderen V en W 
mede, met het gevolg, dat de twee halve 
achterassen met de daarop bevestigde 
wagenwielen een onderling gelijke om- 
draaiïïngssnelheid « krijgen, geschikt dus 


vrij om de achteras draaien 
kan, terwijl om Y, een der 
het rad X met de spaken ú/ DAP 
Y en het, om zulk een 
Kie 5. 

ten tweede, als zelfstandig rad om zijn eigen as Y. 

In het eerste geval, als X door den motor met een snel- 
om een rechten weg te doorloopen. Deep 

In het tweede geval staat X stil; dk 
wordt nu een der wagenwielen met een 


: ; Fig. 4. 
snelheid =e’ rondgedraaid, dan maakt a 
Z even zoo veel revoluties om zijn eigen as Y, en deelt 
daardoor aan het andere wagenwiel een snelheid — 


mede; d.w.z.: beide wielen draaien even snel, doch in 
onderling tegengestelden zin. 
Bij het doorloopen van een bocht hebben deze twee 
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bewegingen gelijktijdig plaats; het buitenste achterwiel 
kan dan een snelheid 7 +5’ en gelijktijdig het binnenste 
een snelheid 7 — 7’ aannemen, terwijl, in verband met het 


bovenstaande, 7 =S en evenzoo 7’ = oe geldt (op een con- 
stante na, die het verband tusschen omwentelingssnelheid 
en afgelegden weg uitdrukt). Dus ook: 


gio Rei B. 


Daar in deze laatste vergelijking s direkt van den motor 
afhangt en dus als tijdelijk constant mag beschouwd 
worden en 8 natuurlijk eveneens, is s’ omgekeerd even- 
redig aan R. 

Op den rechten weg drijft de motor het rad X, zoodat 
Y met Z om de achteras wentelt, zonder dat Z tevens om 
Y draait; de snelheid van beide achterwielen is os; en 7 =0, 
overeenkomende met R==oo. Komt er nu een bocht en 
moet dus het buitenste wiel een snelheid #’ er bij krijgen, 
ten koste van het binnenste, dan gaat 4 bovendien om Y 
draaien en geeft daardoor aan beide ‘wielen een onder- 
ling tegengestelde snelheid 7’ erbij, waardoor de snelheden 
so en s—co’ ontstaan; deze bijkomende snelheid gaat 
uit van de wagenwielen zelf, die zonder die verandering 
hun onderling verschillende booglengten niet zouden kunnen 
doorloopen; de wenteling van Z om Y houdt dus ook op, 
zoodra de weg weer recht is. 

Dat er in werkelijkheid niet één, maar meestal drie ge- 
lijke kamraderen Z zijn, elk draaibaar om zijn eigen spaak 
Y, doet tot de zaak niets af en is wenschelijk, ten einde 
zwieping der as te voorkomen. 

Bij eenig nadenken zal men inzien, dat 
de snelheid van 4 om de achteras de halve som der, wiel- 

snelheden en dat 
de snelheid van Z om de spaak Y het halve verschil der 
wielsnelheden is, 
terwijl door het feit, dat 7’ geheel onbeperkt en alleen 
afhankelijk is van R,‚ de wagen elke willekeurige bocht 
kan doorloopen, zonder dat de achterwielen over den grond 
schuren. 
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Beeldeonstructies bij lenzen 


DOOR 


D*. FRED. SCHUH 
(Sneek). 


In het volgende wensch ik op een van de gebruikelijke 
methode afwijkende en m.i. eenvoudigere elementaire be- 
handelingswijze der bij de theorie der lenzen te verrichten 
constructies de aandacht te vestigen. 

Eerst wordt op de gebruikelijke manier de benaderings- 
formule 


voor een op de hoofdas gelegen lichtpunt afgeleid; hierin 
zijn l en b de afstanden van het lichtpunt L en het beeld- 
punt B tot de lens (wier dikte verwaarloosd wordt en die 
daarom door een rechte lijn loodrecht op de hoofdas wordt 
voorgesteld), positief gerekend als L en B reëel zijn, ter wijl 
{ de hoofdbrandpuntsafstand voorstelt. Ter onderscheiding 
noemen we het beeldpunt van evenwijdig aan de hoofdas 
invallend licht het eerste hoofdbrandpunt, het lichtpunt, 
waarbij de uittredende stralen evenwijdig aan de hoofdas 
zijn, het tweede hoofdbrandpunt. 

Mijn doel is nu vooral, te laten zien hoe zonder verdere 
benadering al het andere uit de oorsproukelijke lenzen- 
formule voor een ïchtpunt op de hoofdas volgt, en dat 
het om tot de beeldeonstructie te geraken niet noodig is 
het optisch middelpunt voor lenzen met dikte te behan- 
delen, iets dat toch niet wordt toegepast, daar onmiddellijk 
daarop de dikte der lens weer nul gesteld wordt. 

Uit de formule 

Lek dns L 

b ie Lane 
volgt onmiddellijk voor iederen van L uitgaanden licht- 
straal de volgende constructie voor den uittredenden straal : 
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Door het eerste hoofdbrandpunt F brengen we een vlak 
aan loodrecht op de hoofdas, het hoof dbrandpuntsvlak; 


Free! 


door het snijpunt O van de lens me! de hoofdas, het optisch 
middelpunt, trekken we een ln evenwijdig aan den 


Rig? 


invallenden straal LA; deze lijn door 0, de bĳjas, snijdt 
het hoofdbrandpuntsvlak in een punt F' van den wittreden- 
den straal of het verlengde daarvan (zie fig. 1 of 2). 


De juistheid der constructie blijkt uit: 
LOOD AR ade De (Hak 
of l:b=f:(b— ff), 


hetgeen niets anders dan de lenzenformule is. 

De lenzenformule is nu door een constructie vervangen, 
en daarmede is ook een constructie gevonden voor een 
willekeurigen lichtstraal, die van een punt buiten de hoofd- 
as uitgaat, daar het voor het verdere verloop van den 
lichtstraal ten duidelijkste onverschillig is van welk zijner 
punten de straal afkomstig is. 
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Passen we de bovengevonden constructie op een door O 
gaanden lichtstraal toe, dan valt de evenwijdig aan dien 
lichtstraal getrokken bijas langs dien straal, zoodat F’ op 
den invallenden straal of op het verlengde daarvan komt 
te liggen. Hieruit volgt: 


Hen straal, die door het optisch middelpunt O gericht is, 
gaat ongebroken door. 


Passen we de constructie toe op een bundel onderling 
evenwijdige lichtstralen (ze behoeven niet evenwijdig aan 
de hoofdas te zijn), dan is de bijbehoorende bijas, en dus 
ook het punt F’, voor al die lichtstralen hetzelfde, waar- 
uit volgt: 

Lichtstralen, die onderling evenwijdig invallen, komen 
samen in het snijpunt van het hoofdbrandpuntsvlak met de 


Fig. 3. 


evenwijdig aan de invallende stralen loopende büjas of 
schijnen van dat punt afkomstig te zijn. 


Of anders uitgedrukt: 


Het hoofdbrandpuntsvlak is de meetkundige plaats der 
beeldpunten van in het oneindige gelegen lichtpunten. 


Uit de omkeerbaarheid der lichtstralen volgt: 

Ligt het lichtpunt in het tweede hoofdbrandpuntsvlak, d.d. 
het vlak door het tweede hoofdbrandpunt loodrecht op de 
hoofdas, dan zijn de wittredende stralen evenwijdig aan de 
door het lichtpunt gaande bias. 
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Vervolgens beschouwen we de stralen, die afkom- 
stig zijn van een lichtpunt L buiten de hoofdas. Voor den 
lichtstraal LA construeeren we op de aangegeven wijze 
den uittredenden straal AF’. Bevindt zich een tweede licht- 


Fig. 4. 


punt L, in de projectie van L op de hoofdas, dan constru- 
eeren we evenzoo voor den evenwijdig aan LA invallenden 
lichtstraal LA, den uittredenden straal A,F’. Zij B, het 
beeldpunt van L, (dus het snijpunt van A,F’ met de hoofd- 
as) en B het snijpunt van LO en AF’, dan heeft men (zie 
fig. 8 of 4): 


LB:OB== LA: OR STA : OPS ITE 
dus: LB: OB ln bn 
Daar in deze evenredigheid niets voorkomt, dat op de 


keus van den door L gaanden lichtstraal betrekking heeft, 
vindt men: 


Lichtstralen afkomstig van een punt buiten de hoofdas 
komen in één punt samen of schijnen van één punt af komstig. 


Verder volgt uit de laatst gevonden evenredigheid, dat 
BB evenwijdig aan L‚L is en dus loodrecht op de hoofd- 
as staat, m.a. w.: 


Het beeld van een rechte lijn loodrecht op de hoofdas is 
weer een rechte lijn loodrecht op de hoofdas, 
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det mechanisch equivalent der warmte 
in de school 


DOOR 


D'. A. H. BORGESIUS (den Haag). 


De wijze van behandeling der klassieke wrijvingsproeven 
van Joule in de meeste onzer leerboeken geeft mij aan- 
leiding tot eenige opmerkingen, die misschien in dit tijd- 
schrift niet misplaatst zijn. Zij gelden de manier, waarop daar 
de fouten, die deze metingen aankleven en de verbete- 
ringen, die moeten worden aangebracht omi deze fouten in 
rekening te brengen, worden besproken. 

Aan den eenen kant ontmoet men in enkele dier boeken 
de bewering, dat het bedrag van den arbeid, noodig voor 
buiten den calorimeter liggende wrijvingen, welk bedrag 
van den totalen door de vallende gewichten geleverden 
arbeid moet worden afgetrokken, gevonden zou zijn door 
eenvoudig die tamelijk zware gewichten 2 P door een klein 
gewicht p te vervangen. Dit laatste zou dan zoo groot 
gekozen zijn, dat het van het scheprad losgemaakte „uit- 
wendige” deel van den toestel met dezelfde snelheid be- 
wogen werd als bij de eigenlijke proef zelve verkregen 
was. Het is nog al duidelijk, dat een op deze wijze ver- 
kregen correctie niet de minste waarde zou hebben; de 
aswrijving der raderen zou bij den geringen door p ver- 
oorzaakten druk veel kleiner zijn, dan toen de grootere 
gewichten 2 P aan de koorden hingen. Men vindt dan ook 
bij Joule niets van dien aard. 

Ter andere plaatse vindt men (misschien in navolging 
van Verdel, Théorie meécaniqwe de la chaleur) de zaak 700 
voorgesteld, alsof Joule in de eerste plaats de valhoogte / 
heeft. bepaald, die noodig zou zijn om bij vrijen val aan 
de gewichten dezelfde kinetische energie mede te deelen 
als ze bij de proef verkregen. Daarna zou dan, nadat op 
de as van den calorimeter, in plaats van de eerste schijf, 
op welke de twee koorden zóó gewonden waren dat beide 
gewichten P tegelijk konden vallen, een tweede schijf be- 
vestigd was, waarom één snoer zoodanig gewikkeld was 
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dat nu één dier gewichten P, opwonden werd, terwijl het 
andere P„ daalde (en dit was inderdaad de inrichting die 
Joule gemaakt had), aan P9 een zoodanig overwicht p 
toegevoegd zijn, dat het van het scheprad losgekoppelde 
apparaat weer met dezelfde snelheid ats bij de hoofdproef 
afliep. De voor wrijvingen buiten den calorimeter ver- 
bruikte arbeid zou dan zijn p H‚, wanneer H de valhoogte 
der gewichten bij de meting voorstelt, de gewonnen kine- 
tische energie bovendien nog 2 Ph, het gecorrigeerde be- 
drag van den arbeid dus 2 PH —pH—2 PJ. 

Ook dit is klaarblijkelijk onjuist, daar bij deze wijze van 
werken in den term pH ook de in arbeidsvermogen van 
beweging der vallende gewichten 2P omgezette arbeid 
begrepen is; bij de beschreven hulpproef werd immers aan 
die gewichten een even groote snelheid meegedeeld als bij 
de eigenlijke metingen. Het verbeterde bedrag van den in 
warmte omgezetten arbeid zou eenvoudig 2 PH — pH zijn; 

2 
de tweede correctieterm 2 Ph (or Dr 

Bij ’t nalezen van Jowle's (hier, tenminste in de Duitsche 
vertaling van Spengel, Vieweg & Sohn, 1872, niet al te 
duidelijke) beschrijving zijner proeven, ziet men dan ook 
dadelijk, dat het heel anders gedaan werd. Het kleine 
overwicht p werd zóó afgepast, dat het juist in staat was 
de uitwendige deelen van den toestel in gang te houden, 
een daaraan door een duw gegeven beweging eenparig te 
houden. Dan echter is de arbeid pH werkelijk noodig 
voor de schadelijke wrijvingen alleen en de in den calori- 
meter in warmte» omgezette arbeid 2 PH — pH — 2 PJ; 
tenminste als men een derde fout, de arbeid die door het 
zich samentrekken der uitgerekte koorden, na het neer- 
komen der gewichten op den grond, geleverd wordt, buiten 
rekening wil laten. 

In acht onzer leerboeken over natuurkunde vond ik 
vierkeer de eene, tweemaal de andere, boven aangewezen 
fout, eenmaal werd op de foutenbronnen alleen kort ge- 
wezen, een keer een juiste behandeling aan de hand van 
Joule’s eigen beschrijving gegeven, ook over de derde fout 
gesproken. Wat nu deze laatste correctie, voor de samen- 
trekking der koorden, betreft, lijkt het wel zeer vreemd, 
dat overal de kleine fout, door de gewonnen kinetische 
energie (+ sapo van het totaalbedrag) nauwkeurig (of zelfs 


dubbel) in rekening wordt gebracht, terwijl de veel grootere 


)} tiende weg te vallen. 
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door die contractie veroorzaakte (+ >l) nergens ook 
maar genoemd wordt. 

Het scheen mij niet overbodig, eens op deze foutieve 
foutenberekeningen te wijzen. Men meent, door een nauw- 
keurige bespreking van enkele voorname proefnemingen, 
nauwgezette studie te bevorderen en oppervlakkigheid 
tegen te gaan. Nu is het zeer de vraag of het niet beter 
zou zijn, in schoolboeken op de finesses der experimen- 
teerkunst maar niet in te gaan, (vijf Duitsche leerboeken, 
die ik er op kon naslaan, geven op deze plaats m.i. het 
goede voorbeeld). Wil men echter, als vele mijner collega’s, 
de illusie niet laten varen dat door in détails afdalende 
beschrijvingen van nooit geziene, laat staan zelf genomen, 
proeven aan jongelieden het recht begrip van en gevoel 
voor exactheid kan worden bijgebracht, dan zij men vóór 
alles zelf exact. Hoe menig arme jongen mag niet in 
zoovele jaren, omdat deze fraaie zaken hem niet al te 
helder waren, door onze nauwkeurigheidsapostelen wegens 
„oppervlakkigheid” bij een ander, die de heele geschiedenis 
uit zijn boek netjes van buiten geleerd had, ten achter 
gesteld zijn. 


Het invoeren van wortels en oneindig” 
groote waarden 


DOOR 
H. A. DERKSEN on G. L.N. H. DE LAIVE 
(Nijmegen). 


In de eerste aflevering van den derden jaargang van ons 
tijdschrift maakt de heer Fred. Schuh een opmerking om- 
trent de behandeling van twee onderwerpen uit ons leer- 
boek der algebra en der vlakke driehoeksmeting, nl. over 
oneindig groote getallen en over het invoeren van wortels 
door vermenigvuldiging van de beide leden eener verge- 
lijking met een vorm, die de onbekende bevat. 


1 Men zie ook de Correspondentie in deze aflevering, waarbij een 
opgave is gevoegd van voorafgaande stukken over dit EE 
ed. 
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49 
0 
en wijst ons op G. Cantor, die zegt, dat «a een oneindig 
groot getal is, als men heeft a=a 1. 
Komt men met deze bewering bij onze leerlingen, dan 
zeggen deze: „dan heeft de vergelijking: 


=| 
ook een wortel en is dus niet valsch.” 

Het komt ons voor, dat wij de bespreking, of wortels 
voldoen, indien beide leden van een vergelijking oneindig 
groot worden, of dat men oneindig groote wortels moet 
toelaten, aan de Hoogere Burgerschool moeten vermijden. 
We zeggen daarom kortweg, dat zulke wortels niet voldoen. 


5 49 j 
Hij is er tegen, dat wij zeggen, dat ina niet == ÌS, 


Verder wil hij onzen regel: „Als men beide leden van 
een vergelijking vermenigvuldigt met een vorm, die de 
onbekende bevat, dan worden er geen wortels ingevoerd, 
indien de vermenigvuldiging beslist noodzakelijk is, om 
breuken te verdrijven”, 

vervangen door een anderen: 

„Herleid de vergelijking f(x)==0 tot LEO, waar bij 
teller en noemer zooveel mogelijk vereenvoudigd zijn. 
Maakt nu een waarde x= de functie g(x) nul, maar 
h(x) niet, dan is x=, cen wortel van salon 

Dat is dus de manier, waarop E. Borel in zijn Traité 
d'Algèbre, second cycle, bladz. 74 en 75, de oplossing van 
vergelijkingen van den eersten graad met één onbekende, 
waarbij de onbekende in den noemer van één of meer 
breuken voorkomt, behandelt. 

Op bladz. 75 zeet Borel: 

„Lorsqu’une équation se réduit au quotient de deux 
polynomes, on obtient ses solutions, en cherchant les va- 
leurs des inconnues (het zal moeten zijn de l'inconnue), 
qui annulent le numérateur et qui n’'annulent pas le déno- 
minateur.” 

Dit theorema, dat door Borel met een voorbeeld is. 
duidelijk gemaakt, komt in de practijk op hetzelfde neer 
(uitgezonderd in het geval oneindig groot, waarover z00- 
even gesproken is), als onze door den heer Schuh gewraakte 
en zooeven aangehaalde eigenschap (bladz. 127), welke ook 
door voorbeelden is duidelijk gemaakt. 
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Trouwens, Borel zegt zelf verder: cette opération s’ap- 
pelle „chasser les dénominateurs.” 

Het verschil is alleen, dat wij met den teller g (x) alleen 
verder werken, terwijl de heer Schuh den noemer bij het 
begin der herleiding telkens moet opschrijven. 

Borel zegt nu verder: 

„On peut done remplacer l'équation proposée par l’équa- 
tion obtenue en égalant le numérateur à zéro, en se réser- 
vant d’examiner altérieurement, si les solutions trouvées 
annulent où non le dénominateur.” 

Deze reserve komt nu op hetzelfde neer als de besliste 
noodzakelijkheid, waarop wij in onze eigenschap van bladz. 
127 doelen. 


Immers krijgt de breuk ie voor een waarde »=p de 
gedaante EN dan hebben g(x) en h(x) nog den factor ”—p 
gemeen. 


Wij, die beide leden van de vergelijking met h(x) ver- 
menigvuldigen, hebben nu met een factor vermenigvuldigd, 
die den factor (2 — p) te veel bevat, dus met een factor 
van te hoogen graad. 


Wij zullen onze bewering, dat beide handelwijzen (uit- 
gezonderd het geval: beide leden oneindig groot) op het- 
zelfde neerkomen, door eenige voorbeelden duidelijk maken. 


1. Zij de vergelijking 


8 ee 1042 * 8 
nl ee 
Wij zeggen : Vereenig beide breuken, die de onbekende in 
den noemer bevatten tot één, want het kan zijn, dat 
daardoor de onbekende uit dezen noemer verdwijnt: 


Bn 
nk) 


10 He AVE 
De breuk Hai is niet te herleiden tot een andere, 
waarvan teller en noemer van lageren graad zijn. De ver- 
menigvuldiging van beide leden met 8 (y — 1) is dus nood- 


zakelijk om breuken te verdrijven: 
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2y ly — 3) (y= 10 Yn 
1Oy2—16y 637 y —37 —=10y2— 64 
ly =— 88 
hs 
Ten overvloede vragen we den leerling nog: „Kan y= 
— 1“, niet ingevoerd zijn?”, en krijgen dan ook tot ant- 
woord: „Neen; want als er een wortel ingevoerd was, dan 
zou het y == l moeten zijn, want deze waarde maakt den 
vermenigvuldiger tot nul.” 
De heer Schuh stelt de Heren oplossing voor: 


5 y 10 4? 5) 
TT HOP 5 
Breng alle termen naar het nt lid: 
8 Hi 10-42 
ziee 
9 (%) 


PL ] Lat a! 
reng het eerste lid tot de gedaante me 


hand CH Bamm) CBamet ing UA 


tf 
8 y — 1) 
De teller wordt 21y +833. Stelt men dezen — 0, dan 
vindt men y=—1f/, en daar deze waarde den noemer 
niet nul maakt, is y= —1f/, een wortel. 


2. Nu het geval, dat de heer Schuh een wortel meer 
krijgt dan wij (als gevolg van onze afspraak omtrent on- 
eindig groot). We nemen daartoe de vergelijking door den 
heer Schuh zelf opgezet: 

| l 
EEn EN 

Alvorens te beslissen, waarmee we moeten vermenig- 

vuldigen, vereenigen we de twee breuken tot één: 


8 Ì 
TUD AE 
WE abe 


A Sn 
zj 


UFO) 


GN Wd 
Bia: 
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1 | 
nt 
(A +- 2) (Ll +2 2) 
Vermenigvuldiging met (1 + #) (1 + 2) blijkt hier nood- 


zakelijk te zijn: 
l=(l 42) (1 + 22), 
OSL 3). 

Hieraan voldoen #=0 en x= — 1 !/,. De eerste wortel 
maakt beide leden der vergelijking oneindig groot en vol- 
doet dus (volgens onze afspraak) niet; volgens de manier 
van den heer Schuh voldoet # =0 wel. 


L—2 8 5 be 
EEN 
We vereenigen de breuken tot één, ten einde te zien of 
deze breuk kan herleid worden: 
(U — 2) (2 2) —8 (4 —3) —5 


4, 


IG 
Eea 
(3) (Le J- 2) 
3) (&—5) 
23) (2) 

LD 

pnt 


Het blijkt, dat de breuken reeds verdreven worden, als 
men beide leden vermenigvuldigt met x+- 2. 
r—bd=dt8, 
— 138 =5 z, 
v=— tig. 
De heer Schuh zal de volgende oplossing geven: 
(@— 2) (v H-2)—8(r—3) 543) (2) 


0 
(& — 5) (1 + 2) 


—_ 32439 tee 
(LS) (ED) 

(1 — 3) (—314— 13) 20 
hr en ie. 
gd 
CE 
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De factor, die den teller =O en den noemer niet = 0 
maakt is x= — 41/3. 


Wij moeten echter openhartig bekennen, dat de methode 
Borel-Schuh boven de onze te verkiezen is, omdat de dis- 
cussie over het oneindig groot worden van de beide leden 
eener vergelijking daardoor vermeden wordt; en omdat de 
regels omtrent het invoeren van wortels door vermenig- 
vuldiging met een vorm, die de onbekende bevat (wel wat 
moeilijk voor jeugdige leerlingen) daardoor vermeden wordt. 
Het begrip „invoeren” wordt dan pas ontwikkeld in het 
tweede deel na de vierkantsvergelijkingen. 

Deze overwegingen van zuiver paedagogischen aard zijn 
dan ook de reden, dat wij bij den zesden druk van het 
eerste deel van ons leerboek der algebra de vergelijkingen 
in den geest van den heer Schuh behandeld hebben, en 
wij zijn ZEd. dankbaar, dat hij door zijn artikel en nog 
meer door de daarop volgende correspondentie heeft bijge- 
dragen tot de verbetering van ons leerboek. 

Ook in den tweeden druk van onze goniometrie hebben 
wij de behandeling van de goniometrische vergelijkingen 
in dien geest gewijzigd. 


NECROLOGIE 


DOOR 


D*. N. QUINT 
(den Haag). 


ERNeEsTO CrSARO (1859 —1906). Bij een poging om zijn 
zoon te redden verdronk 12 September j.l. Ernesto Cesaro, 
hoogleeraar te Napels. Veel is van zijn hand verschenen; 
wat van meer elementairen aard was publiceerde Cesaro, 
leerling van Catalan te Luik, nog al eens in Belgische 
tijdschriften. Vooral bekend is zijne geometria intrinseca 
(in het Duitsch: Vorlesungen über natiürliche Geometrie). In 
deze meetkunde zijn de natuurlijke coördinaten: booglengte 
en kromtestraal voor een vlakke kromme; booglengte, kromte- 
straal en kromtestraal van wringing voor lijnen van dub- 
bele kromming. 
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A. W. PANTON. Voor het einde van het jaar 1906 over- 
leed Dr. A. W. Panton, Lecturer on Mathematics at 7'ri- 
nity College, Dublin. Met zijn ambtgenoot Burnside schreef 
hij het bekende standaard werk: Zhe theory of equations. 


Nieuwe hulpmiddelen op onderwijs gebied. 


le. Een rond schoolbord. 

2e. Een gradenboog met wijzer. 

3e. Kaarten voor het maken van wiskundige figuren. 
4e, Stereoscoopplaten van kristallen. 

ge. Stereoscoopplaten voor cosmographie. 

6e. -Beschrijvende-meetkunde modellen. 

7e. Een hulpmiddel bij scheikunde onderwijs. 


le. Hen rond schoolbord. 


In de Unterr. bl. f. Math. u. Naturwissenschaften, Jg. 12, 
1906, no. 3, bl. 53 spreekt. O0. Ohmann (Berlin): „Ueber 
eine kreisförmige und drehbare Wandtafel und ihre Ver- 
wendung im mathematischen Unterricht.” 

Als voordeelen van een rond bord geeft hij op: 

dat er geen randlijnen zijn, die meer of minder storend 
werken op de geteekende figuren; 

dat een figuur gemakkelijk in een anderen stand kan 
worden gebracht; | 

dat deelen van een samengestelde figuur in een stand 
kunnen worden gebracht, die voor de leerlingen beter te 
overzien is, bijv. bĳ de projectiestelling, en een aantal 
constructies; 

dat het gemak oplevert bij het teekenen (bijv. van con- 
centrische cirkels); 

dat door het aanbrengen van een met een gewicht be- 
zwaard koord in een punt van den omtrek gemakkelijk 
de verandering van sinus en cosinus kan worden aangetoond ; 

en besluit: „Der Hauptwert der Tafel liegt meines 
Erachtens darin, dass bei ihrer Verwendung jene Beweg- 
lichkeit der Anschauung vorbereitet und zum Teil schon 
entwickelt wird, die auszubilden eines der wichtigsten 
Ziele des ganzen mathematischen Unterrichts ist.” 

Het bord wordt vervaardigd door de firma F. Ernecke, 
Berlin-Tempelhof. 
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De middellijn is ongeveer 120 cM. Met een onderstel is 
de prijs 95 mark; ingericht om aan een muur te worden 
gehangen 75 mark. 


2e. Een gradenboog met wijzer (Lransporteur) 


van Prof Kreuschmer. Uitgave van 
J. Ehrhard & Cie, Bensheim. 


Een gradenboog met wijzer. 


Met behulp van den wijzer kan men onmiddellijk gono- 
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metrische functies aangeven van een willekeurigen 
hoek, en wel als gewone breuken. 

De vertikale zijden van den rechthoek zijn verdeeld in 
50 gelijke deelen (O aan de onderzijde), De bovenste hori- 
zontale zijde heeft twee schalen van O tot 50, waarbij O 
in het midden staat. De wijzer heeft een verdeeling van 
O0 tot 80. 

Op de afbeelding, welke minder zuiver is dan het instru- 
ment zelve, vindt-men sin 69° —= &8 

COS GITE 
tg 69° —= 38. 
(Prijs 0.40 Mark.) 
3e. A Rhytmic Approach to Mathematics 
by Edith Somervell with a preface by Mary Everest Boole. 
London, George Philips & Son Limited. 
der nO det postage. 21, d-) 1906: 


Phe Boole Curve-Sewing Cards, designed to accompany 
the above Handbook. Zeven pakketten kaarten van 17.5 X 
7.5 cM.…, per pakket 8 d. 

De kaarten zijn bestemd voor lagere scholen, zelfs Frö- 
belscholen. Door het brengen van (gekleurde) draden door 
in de kaarten aangebrachte gaatjes, ontstaan symmetrische 
figuren. De bedoeling van de schrijfster en Miss Boole is, 
om kinderen reeds op jeugdigen leeftijd te gewennen aan 
wiskundige vormen. Het denkbeeld is zeer toe te juichen ; 
wanneer kinderen van draadwerk houden, leeren ze meer 
van deze figuren, dan van de thans in gebruik zijnde, die 
dieren of planten voorstellen, Uit den aard der zaak 
passen draden beter bij wiskundige figuren, dan bij natuur- 
voorwerpen. 


4e, Die Kristallgestalten der Mineralogie in 
stereoskopischen Bildern. 
Konstruirt und herausgegeben von Prof. Theodor Hartwig. 
A. Einfache Gestalten, 67 Bilder. B. Kombinationen, 
55 Bilder. Wien. Verlag von A. Pichlers 
Wittwe & Sohn. 8 Mark. 


Deze zeer fraaie collectie verdient ongetwijfeld, dat er 
de aandacht op gevestigd wordt. Voor hen, die mineralogie 
studeeren, zullen ze van groot nut kunnen zijn. 

Van de verschillende kristalstelsels zijn een aantal vor- 
men geteekend, en wel telkens een eenvoudige vorm, 
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gevolgd door een daarvan afgeleide samengestelden vorm. 

Afgescheiden van de waarde voor aanstaande minera- 
logen, zijn de platen ook uitstekend geschikt om het voor- 
stellingsvermogen te oefenen; bij het onderwijs in stereo- 
metrie kunnen ze getoond worden. Vooral de kristallen 
van het regelmatige stelsel komen daarvoor in aanmerking, 
daar die zich nauw aansluiten bij de in de wiskunde be- 
handelde regelmatige (eventuëel half-regelmatige) lichamen. 


Hier kan vermeld worden, dat in Enseignement Mathé- 
matigue van September 1906 een aantal opgaven voor- 
komen van verzamelingen stereoscoopplaten voor wiskundig 
onderwijs. Naar aanleiding van het op bladz. 134 van den 
2en jaargang vermelde omtrent de stereoscoop bij klassen- 
onderricht, kan worden opgemerkt, dat men een aantal 
stereoscopen (door de leerlingen aan te schaffen) elk met 
een plaat kan laten rondgaan. 


5e. Stereoskopbilder vom Sternhimmel. 
le Serie, von Prof. Max Wolf, Heidelberg. 
Leipzig. Johann Ambrosius Barth. 
1906. 5 Mark. 


Op een twaalftal fraai uitgevoerde stereoscoopplaten zijn 
afgebeeld: 

Een veranderlijke ster (R. Coronae); het verschil in licht- 
sterkte van de ster tijdens het vervaardigen van de rechter 
en linkerplaat, blijkt daaruit, dat het beeld in de stereoscoop 
niet scherp is.) 

Saturnus met 2 zijner manen; de photografieën zijn op 
twee achtereenvolgende dagen vervaardigd, zoodat ze ver- 
kregen zijn van-uit plaatsen, die ruim 2 millioen kilometer 
uit elkander liggen. Met behulp van de oorspronkelijke 
stereoscoopplaten is de afstand van Saturnus gevonden 
tot op io nauwkeurig. 

Planetoid Svea (329), welke ontdekt werd met behulp 
der stereoscoopplaten. 

Hen sterrchoop. 

___De komeet Perrine (b. 1902), drie platen voor verschil- 
lende afstanden van de aarde. 

Eigen beweging van vaste sterren. Twee photogr. opnamen, 
die vier jaar na elkander zijn verkregen, doen in de stereo- 
scoop een ster van Orion verschoven zien; ze zweeft vrij 
voor de andere. 
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De Andromeda nevelvlek, eveneens van twee opnamen, 
vier jaar na elkander genomen. 

De Orion nevelvlek, van twee opnamen, twee jaar na 
elkander genomen, 

Maanlandschap (Apenijnen); vier jaar verschil in de 
opnamen. | 

Maanlandschap (Albategnius); dit komt zeer fraai uit. 

Zooals uit het voorgaande reeds blijkt, is het vervaar- 
digen der stereoscoopplaten niet een zaak van een paar 
dagen, doch zijn soms jaren er mede gemoeid. Uit photo- 
graphische platen, die op zeer verschillende tijden ver- 
vaardigd waren, werden telkens twee bij elkander pas- 
sende uitgezocht. Na reproductie werden afdrukken ver- 
vaardigd, en eerst deze werden vereenigd tot stereoscoop- 
platen. Het is een groot toeval, wanneer men twee platen 
kan vinden, die behoorlijk bij elkander passen; vandaar 
dat de vervaardiger er van slechts weinige platen kon 
geven. De platen zullen zeer zeker kunnen bijdragen tot 
verlevendiging van het onderwijs in cosmographie; een 
aantal er van zijn zeer geschikt om de ruimtevoorstelling 
_ te bevorderen. 


6e. Descriptive Geometry Models 
for the use of Students in Schools & Colleges, 
designed by Thomas Jones. Series Ì & 2. 
Uitgave van John Heywood, London. 
2 sh. net. 


Twaalf zeer netjes uitgevoerde cartonnen modellen, die 
opgevouwen in een klein doosje plaats vinden, geven eenige 
hoofdzaken uit de beschrijvende meetkunde. Bij een enkele 
is een derde projectievlak aanwezig, de meesten hebben 
alleen het horizontale en vertikale projectievlak, die met 
behulp van een paar klemmen loodrecht op elkander kun- 
nen gesteld worden. Gedeelten van die vlakken zijn zoodanig 
uitgesneden, dat ze door omvouwen een ruimte-figuur 
kunnen vormen. Lijnen zijn soms door zwarte of roode 
draden aangegeven. De modellen geven: 

le. de projecteerende vlakken van een rechte lijn, en 
de hoeken, die de lijn met H en V maakt; 

2e. de projecties van een lijn, en de ware lengte (neer- 
geslagen op H en V); 

3e, 4e. den standhoek van een vlak met H en met V; 

be. den hoek tusschen twee elkander snijdende lijnen; 
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6e. den hoek van twee vlakken; 

7e. den derden doorgang van een vlak, met horizontale 
lijnen daarin; 

8e. de projecties van een driehoek; 

9e. een lijn, die gegeven hoeken maakt met H en V, 
en een vlak, dat het stuk tusschen H en V loodrecht 
middendoordeelt; 

10e. een vlak, evenwijdig aan een gegeven vlak, op ge- 
geven afstand; 

lle. een lijn, evenwijdig aan een gegeven vlak, die: een 
gegeven hoek met H maakt; 

12e. een vlak door een van twee kruisende lijnen even- 
wijdig aan de andere. 


Ze. „Novic”’, Patent Stencil. F. EB. Becker & Con 
Hatton Wall, London. 


In een plaat celluloïd zijn verschillende vormen uitge- 
sneden van voorwerpen, die bij scheikunde gebruikt worden. 
Daardoor kunnen de leerlingen gemakkelijk een nette tee: 
kening maken van het samenstel van retorten, buizen enz. 
bij een of andere chemische proef. De niet-rechte hoeken 
van den buitenomtrek dienen om gebogen buizen te tee- 
kenen. Aan de bovenzijde is een eenvoudige verdeeling in 
cM. en mM. F. Jem 


Uit buitenlandsche tijdschriften. 


1. Het herleiden van een gewone breuk tot een repeteerende. 
D: m 
Zij te herleiden „‚… Waarin ” geen veelvoud van 2 of 5 is. 


Zoo nu x en y aan de betrekking n x= 10g=—=t (B 
voldoen, dan is de limiet der oneindig voortloopende reeks 
MA mx ni 
10 4 zE (10 AART (10 pT Ee Mn 
Hierop berust een berekeningswijze, die naar het schijnt 
al. meermalen werd gevonden, o.a. door Christmemm 
Knowledge, 1890 en nu weder door Ross sim ehenm 
Educ. Times, 1906 wordt meegedeeld. 
Zoek twee getallen, die aan {1) voldoen, welke getallen 
zeer eenvoudig te vinden zijn als n op 9 of l eindigt, dan 


m 
zal de eerste decimaal het aantal geheelen van En wezen. 
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Vermenigvuldig nu de rest met 10, voeg hierbij de eerste 
decimaal. Deel deze som door ,‚ dan is het quotient de 
tweede decimaal enz. zooals uit het volgende voorbeeld 
_ blĳkt. 


AE 
MOO is ms nld Fl == 


5 
de IM ESS 
GEOPE) ot Geb 
(LOTH 5):2=7, rest 1, 
ELO etn) AS test d, 
(ON 18) 729, rest0, 
(10 XX 0 9):2=4, rest 1, 
(LO X 1 +-4):2=7, rest 0, enz. 
Alz00 
5 — 0,1578945684210563 1578 enz. 


Er is dus in plaats van door 19 door 2 gedeeld en de 
bewerking ware nog iets korter samen te vatten. 

Ook kan met het opschrijven der cijfers aan de rechter- 
hand begonnen worden, hoewel niet op de wijze zooals 
Ross aangaf, wiens methode — naar hij ref, toegaf — 
onjuist was. 

Het cijfer der eenheden van mx is het cijfer rechts. 
Vermenigvuldig dit cijfer met y en voeg hierbij het aantal 
tientallen van mx. Het aantal eenheden van deze som 
is het tweede cijfer van het quotient van rechts af ge- 
rekend enz, zooals uit het volgende blijkt. 


Nemen wij weer oe dan is 
Mtd led, 
OX8-0= 6, 
2X60=12, 
AX2Ll= 5, 
2X50=10, 
2XOdHl= 1, 
2XI1H0= 2, 
2X2H0== 4, enz. 

Alz00 

5 ended ONZ. 
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2. In the Mathematical Gazette van Juli 1906 (Vol. III, 
No. 58) geeft P. J. Heawood een eenvoudige constructie 
voor den loop van een 
lichtstraal in een regen- 
druppel. 

SP stelt een straal 
voor, die invalt even wij- 
dig aan de middellijn 
AOB; het punt Cis zóó 
gekozen, dat BC: BO = 
de brekingsindex; Den 
E deelen boog AB in drie 
gelijkedeelen; PN is de 
gebroken straal; M is 
het tegenpunt van N; 
NQ is de teruggekaatste 
straal, die bĳ Q uit- 
treedt. 

Bij verlenging snijdt 
SP de lijnen AC en CB in X en Y, zoodanig dat 

le PM = AX, en 2e voor den*straal, die de minimum 
deviatie ondergaat, BY —= BZ. 


Bewijs: 
n= en = 2 sin BAC =2 cos ABC, 
en ook = ee ‚ dus 
in D 
sinô=—=2sin@sinBAC==2sinPeos ABO . . (1). 


Daar deafstand van SP en AB gelijk is aan AX sin BAC, 
PO sin $ en BY sin ABG, is 


EO pine 
esin ABG 


== PO Sin B St 


dus is sind — Ae sin PNM =N, 


zoodat werkelijk PM —= AX. 
De totale afwijking is het supplement van het dubbele 


van den hoek, dien SP met MN maakt, of ook van den 
hoek tusschen AB en MN. 
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Noemt men ZAOM==x, dan is de totale deviatie 
m8 Daar x= Lt MOP-=/ AOP=2D—p, is: D= 
ó 7 

5 & ne Teos ABC, 


Re, Re En 
en voor minimum afwijking: cos 6% == cos ie cos ABC, 


Dus cos? ABC == c0S?4 + 4sin?6, of sin ABC = vs sin $. 


2 
AO sin $ AB 
Maar BY = ABC dus Teer 
Voor een aantal evenwijdige stralen kan men onmid- 
dellijk het beloop teekenen binnen den druppel. 


FE. J. VAES 


‚ dus wordt vergel. (1): sin $ — 2 sin 


Boekbespreking. 


_ Gutsche, Mathematische Uebungsaufgaben (Leipzig, Teub- 
ner, 1905. Prijs-M. 1.20). 

W. Schmidt, Wie gewinnen wir für die Behandlung des 
Funktionbegriffs Platz im mathematischen Unterricht ? 
(Op aanvrage verkrijgbaar bij den schrijver, leeraar aan 
het Realgymnasium te Düren). 

Beide boekjes zijn interessante bijdragen tot den gang 
van het wiskunde-onderwijs in Duitschland. Gutsche (Ober- 
realschule in Breslau) geeft eerst zijn opgaven voor de 
„Reifeprüfung’” van 1888 tot 1904. Uit die opgaven blijkt, 
zooals hij trouwens in zijn voorrede zegt, dat hij „es stets 
für erförderlich erachtet (hat), seine Schüler mit den 
Grundlehren der Infinitesimal-rechnung bekannt zu machen. 
Ich glaube, die meisten haben mir Dank dafür gewuszt. 
Oft genug habe ich Stunden erlebt in denen.... mir des 
Lehrens Lust Geist und Gemüt erhoben hat, in denen mir 
zum Bewusztsein kam, dasz wir nicht unnütz arbeiten, 
dasz wir etwas Wertvolles an unsrer Jugend schaffen, 
Stunden, die uns um den vielen anderen trösten, wo wir 
über der Schüler Faulheit und Dummheit seufzen und 
stöhnen.” 


…_ Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang {1 


162 


De opgaven over de jaren 1897 en '98 zijn af komstig 
van den „Oberlehrer” Unverricht; ook deze stellen bevat- 
ten vragen over de elementen der hoogere Analyse. _ 

Hoe lang men ons in Duitschland al voor is blijkt uit 
een vraag van 1899: de wortels van een 4e graadsverge- 
lijking graphisch te bepalen. 

Na de oplossingen van de opgaven der „Reifeprüfung” 
volgen 345 onopgeloste opgaven over Meetkunde, Analy- 
tische en Projectieve Meetkunde, Stelkunde (met inbegrip 
van de beginselen der hoogere Analyse) en Bolvormige 
driehoeksmeting. 

Het tweede boekje heeft, zooals de titel vermeldt, de 
bedoeling aan te geven hoe het begrip „functie’ van meet 
af aan het middelbaar onderwijs kan doordringen; de aan- 
gegeven leergang is, even als het voorgaande boekje, de 
vrucht van des schrijvers eigen ervaring. Dat deze gunstig 
was blijkt uit het gezegde op het eind: „Ich habe Freude 
an meiner Arbeit gehabt.” 

Een soortgelijk boekje is mij, op mijn aanvrage, gezon- 
den door den Directeur der „Oberrealschule aan de Waitz- 
strasze” te Kiel. 

In alle drie werkjes wordt verder gegaan dan de meeste 
voorstanders hier te lande, zelfs bij een zesjarigen cursus, 
zouden gaan; zoo heeft Gutsche opgaven over de algemeene 
vergelijkingen van den 2den graad, bundels kegelsneden, 
enz.; in alle drie worden de reeks van Taylor en die van 
Maclaurin behandeld, kromtestralen, evoluten, formule van 
de Moivre, enz. Voor Kiel, waar de proefneming op last van 
hooger hand plaats heeft, is echter de bepaling gemaakt, 
dat de leeraar van deze laatste onderwerpen, bij gebrek 
aan tijd, mag weglaten. 

Collega's, die nieuwsgierig zijn, hoe in het buitenland de 
beginselen der hoogere Analyse op middelbare scholen 
onderwezen worden, verwijzen we naar: Tesar, Elemente 
der Differential- und Integralrechnung; Schröder, Anfangs- 
gründe der Diff- und Int.rechnung, beide bij Teubner in 
Leipzig; verder op het boekje van Lesser bij O. Salle in 
Berlijn uitgegeven, en eindelijk op: Notions de Mathéma- 
tique van Jules Tannery (Paris, Delagrave). Uitdrukkelijk 
wijzen we er echter op dat althans een paar van ge- 
noemde boeken onnauwkeurigheden bevatten, welke on- 
nauwkeurigheden echter volstrekt niet inherent zijn aan 
het systeem: het concreet behandelen van de allereerste 
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beginselen der Infinitesimalrekening op de middelbare 
school. Moge een Nederlandsch boekje dit spoedig bewijzen ! 
| CG, A. Crkor. 


Ch. Lucas de Peslouún. La Vie d’Abel (met portret). 
Paris, Gauthier-Villars, 1906, 5 frs. 

Is de totale hoeveelheid geluk voor elk mensch ongeveer 
constant, zoodat zij, die de grootste vreugde vinden in het 
zich geheel overgeven aan bezigheden, waartoe hun aanleg 
hen dringt, ook grooter leed moeten ondervinden ? Het 
leven van Abel bevestigt zeker niet het tegendeel. Geheel 
zich overgevende aan de studie der wiskunde, werd hij 
slechts door zeer weinigen begrepen. Afgestooten door 
Fransche wiskundigen, wien hij zijn arbeid wilde toonen; 
teruggeschrikt van Gauss, door diens oordeel omtrent een 
zijner geschriften, waarover G. slechts naar den titel oor- 
deelde, keerde hij van een reis, waarvan hij zich zooveel 
aangenaams had voorgesteld, teleurgesteld naar Christiania 
terug, om nog jong te sterven op het oogenblik, dat men 
het belangrijke van zijn werken begon in te zien, 

De schrijver van het boek volgt het leven van Abel op 
den voet, en geeft dus niet enkel een overzicht van de 
wiskundige onderwerpen van A.… doch ook brieven en 
mededeelingen omtrent het particuliere leven. Het een en 
het ander zijn trouwens ten nauwste samengeweven; in 
zijn brieven spreekt hij gewoonlijk over ontdekkingen op 
wiskundig gebied, 

Niet alle geschriften zijn bewaard gebleven; het noodlot 
scheen, ook na den dood van A., zijn werken te vervolgen ; 
papieren met ongetwijfeld belangrijken inhoud raakten 
zoek, of verbrandden. Het ongeluk van A. werd veroor- 
zaakt door zijn — als genie — hoog staan boven de 
meesten zijner tijdgenooten; zijn niet mede-doen aan de 
wiskundige mode van zijn tijd werd gestraft. 

De schrijver van het boek waarschuwt, dat het boek 
vermoedelijk niet zal kunnen worden gelezen door hen, die 
geen studie hebben gemaakt van de Analyse; er kan 
echter opgemerkt worden, dat ook niet-wiskundigen groote 
gedeelten van het werk zullen kunnen volgen; de mede- 
deelingen, den mensch betreffend, aangevuld met opmer- 
kingen van den schrijver, zijn daartoe belangrijk genoeg. 


arke VAES, 
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Annuaire pour Van 1907, publié par le Bureau des lon- 
gitudes, Paris, Gauthier-Villars. 1.50 frs. 

Dit jaarboekje in klein formaat bevat op 680 + 140 
bladzijden allerlei opgaven, die van nut zijn voor de weten- 
schap en praktische toepassingen daarvan: omtrent astro- 
nomie en aardrijkskunde; sterftetafels, munten, maten en 
gewichten, rentetabellen (ook voor aflossing); metereolo- 
gische mededeelingen. Elk jaar worden eenige verhande- 
lingen toegevoegd; thans zijn gegeven: Diamètre de Vénus 
par M. Bouquet de la Grye; Note sur la XVe Conférence 
de l'Association géodésigue internationale par idem; His- 
toire des idées et des recherches sur le Soleil. Révélation 
récente de latmosphere entière de lastre, par M. H. Des- 
landres. FASEN 


Internationaal Tijdschrift voor Wiskunde, enz.” 


Het voornemen bestaat een wiskundig tijdschrift op te 

richten, geschreven in Esperanto, dat bestemd is voor 
wiskundigen der geheele wereld. 
__ Het is onnoodig te vermelden, van welk groot nut zulk 
een tijdschrift kan wezen, omdat daardoor belangrijke op- 
stellen en mededeelingen onder de oogen komen van wis- 
kundigen van alle landen, en het aantal lezers dus grooter 
zal kunnen zijn dan bij een nationaal tijdschrift het geval 
kan wezen. 

Het nieuwe tijdschrift zal alles opnemen, wat handelt 
over theoretische en toegepaste wiskunde, werktuigkunde 
en theoretische natuurkunde, in alle mogelijke vormen : 
groote en kleine verhandelingen (ook onderwijs betreffend), 
vraagstukken, vragen, correspondentie, boekbesprekingen, 
geschiedenis, levensbeschrijvingen, enz. 

Ook vertalingen in Esperanto van opstellen, die reeds 
in een andere taal zijn verschenen, zullen worden opge- 
nomen. Zulke opstellen kunnen dan weder door andere 
tijdschriften, uit het Esperanto vertaald, worden overge- 


1 Een circulaire van den volgenden inhoud in Esperanto, Neder- 
landsch, Fransch, Engelsch en Duitsch is in ’t eind van Januari 
door ondergeteekende verzonden aan een aantal Wiskunde-tijdschrif- 
ten, Esperanto-Vereenigingen en Esperanto-tijdschriften. 
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nomen, wanneer de oorspronkelijke schrijver toestemming 
geeft. 

Daardoor zal een band gevormd worden tusschen de 
reeds bestaande nationale tijdschriften ; want door middel 
van het nieuwe tijdschrift zal in korten tijd een verhan- 
deling, in een of andere taat geschreven, kunnen worden 
overgebracht in alle andere talen. 

Het nieuwe tijdschrift moet dus geenszins beschouwd 
worden als een concurrent van de bestaande tijdschriften, 
doch als een krachtigen steun daarvoor. 

De grootte en de prijs van het nieuwe tijdschrift (Gazeto 
Matematika Internacia) zullen geheel afhangen van het 
aantal personen, dat zich aanmeldt als abonné, en van de 
hoeveelheid, die wordt ingezonden. Voorloopig zal de prijs 
gesteld worden op ten hoogste f6— per jaargang van 
12 vel druks (192 bladz.). Wanneer het aantal abonnés 
het toelaat, zal de prijs lager worden gesteld of zullen 
meer vellen druks worden gegeven. 

Hen, die zich wenschen te abonneeren, wordt verzocht 
spoedig naam, adres, plaats en land van inwoning op te 
geven (duidelijk leesbaar geschreven) aan achterstaand 
adres. 

Hen, die iets zouden kunnen gereed maken voor het 
tijdschrift (in Esperanto geschreven), wordt verzocht reeds 
nu mededeeling daarvan te doen met opgave van den ver- 
moedelijken omvang. 

Aan redacties van tijdschriften (zoowel wiskundige als andere) 
wordt verzocht, van deze circulaire melding te maken in hun 
blad. Gaarne wordt elke verlangde hoeveelheid inteeken- 
biljetten toegezonden om in een aflevering van het tijd- 
schrift te worden gelegd. 

Aan elken lezer wordt verzocht den inhoud der circu- 
laire bekend te maken in zijn omgeving. Gaarne wordt 
elke verlangde hoeveelheid inteekenbiljetten toegezonden 
ter verspreiding. 1e VAES! 


Vraagstukken. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 Sept. 1907. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne verwacht. 
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Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonder- 
lijk vel papier te nemen). | 


161. Wat is de kans, dat een rechte lijn zoodanig in 
drie stukken verdeeld wordt, dat deze stukken een drie- 
hoek kunnen vormen ? 


Utrecht. Mej. Dr. A. A. DALHUISEN. 


(Dit vraagstuk is vermeld als stelling X in de disser- 
tatie van Mej. D.: „Over eenige aantallen van kegelsneden, 
die aan acht voorwaarden voldoen.”) 


162. Projecteer een scheeven vierhoek op een plat vlak, 
zoodanig, dat de projectie een parallelogram is. Bepaal de 
richting der projecteerende stralen. 


Kampen. J. v. d. GrienD Jr. 


163. Wanneer P een punt eener kegeisnede (middel- 
punt O) is, PC de krommingsstraal in dat punt, S en 5 
de snijpunten van de normaal in P met de assen der 
kegelsnede, B de hoek, dien de raaklijn in P maakt met 
de as OS, Q de projectie van P op deze as, V de projectie 
van Q op de raaklijn in P, en R het snijpunt van OP en 
QV, eveneens Q/, V/, R' ten opzichte van de as OS’, dan is 


dear Allate We 

q). SC ‘gg teng B; 
b) LE 5 AE Sn, 
é SC B Ae Vv 


J. v. d, GRIEND 


164, Op de as 2a eener ellips (assen 2a en 25) als mid- 
dellijn is een cirkel (a) beschreven. Op het verlengde BB 
van de halve as b, zoover dat binnen den cirkel (a) ligt, 
dus op a—b als middellijn, beschrijft men eén tweeden 
cirkel (BB), verdeelt BB’ in het punt G in reden van de 
assen der ellips: BG:GB'=b:a, en trekt een willekeu- 
rige rechte door G, die den cirkel -(BB') in P en P* snijdt. 
Te bewijzen, dat BP en BP’ de richtingen zijn van raak- 
lijnen aan ellips en cirkel (a) in punten, die dezelfde pro- 
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jectie op de as 2a hebben; — en de krommingsstraal van 
de ellips in dat punt evenredig is met GP of omge- 
keerd evenredig met GPS. — Toepassingen; uitbreiding tot 


het geval, dat de eerste ellips en cirkel vervangen worden 
door twee ellipsen of hyperbolen met samenvallende (reëele) 
as 2a, of door twee parabolen met denzelfden top en de 
zelfde asrichting. | 
J. v. d. GRIEND Jr. 


165. Van een vierzijdige pyramide is het grondvlak 
gegeven. Gevraagd de meetkundige plaats van den top als 
het viervlak een vierkant tot doorsnede zal kunnen hebben. 

Middelburg. Dries weder KAMP. 


166. Toon aan dat de reeksen 
„5 


rd 
id 


25 zi 
2 tg tm 


en | 
Ë 22 DEE EB de lors 
DTe U ln ef 


dezelfde functie voorstellen in hun gemeenschappelijk con- 
vergentie gebied. | 
(Whittaker. A course of modern analysis.) 
Dr. H. v. d. KAMP. 


167. Gegeven twee cirkels, die elkander onder een 
rechten hoek snijden, en een cirkel, gaande door hun snij- 
punten en hun middelpunten. 

Te bewijzen, dat de macht van een punt ten opzichte 
van laatstgenoemden cirkel gelijk is aan de halve som van 
de machten ten opzichte van de beide eerste cirkels. 

Nivelles (België). Te ROSE 


168. Vier vaste raaklijnen aan een kegelsnede vormen 
met een veranderlijke vijfde raaklijn een vijfhoek van 
Brianchon. Men vraagt 

le. de meetkundige plaats van het punt van Brianchon 
van dien vijfhoek; 

2e. de correlatieve eigenschap aan te geven. J.Rosr. 

(Wanneer men de hoekpunten van een zeshoek, om een 
kegelsnede beschreven 1, 2, 8, 4, 5, 6 noemt, dan snijden 
de lijnen (1 — 4), (2— 5), (8 — 6) elkander in het punt van 
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Brianchon. Gaat de zeshoek over in een vijfhoek, dan telt 
een der raakpunten als zesde punt.) 


169, Gevraagd van uit een gegeven punt als middel- 
punt een bol te schrijven, die harmonisch in- en omge- 
schreven is aan een gegeven ellipsoïde. 

De meetkundige plaats te bepalen van de middelpunten 
der bollen, die gelijktijdig harmonisch in- en omgeschreven 
zijn aan de ellipsoïde. Je AOS 

(Een oppervlak Q van den tweeden graad is harmonisch 
om- of ingeschreven aan een ander oppervlak Q, van den 
tweeden graad, als een aan Q, toegevoegd viervlak in- of 
omgeschreven is aan Q). 


170. In „De Gelder, Meetkundige Analysis”, uitgegeven 
door het Wiskundig Genootschap (1823) staan op blz. 280 
de volgende 5 vergelijkingen, die betrekkingen aangeven 
tusschen de zijden a, b,'c, d ên een de diagonalen 
r, s en t van een ingeschreven vijfhoek, opgegeven als 
onafhankelijk. 


pg==esd-bd 7 EEN 
qr=biidatb aen wu ded nn 
rs=apd- ben kent nt 
st =eqg dadde eN 
ip=dr dee. 


Bewijs, dat dit onjuist is, en dat uit drie dezer verge- 
lijkingen de twee andere volgen. 
Leiden. H. G. A. VERKAART, 


171. In elken driehoek heeft men: 
ER 1 ES 1 

beken OR | 
H. G. A\ VERKAART. 


DD 


nd 


172. Op de zijde AB van A ABC wordt buitenwaarts 
een A ABD beschreven, welks zijden AB, BD en DA zich 
verhouden als m:n:p. Gevraagd de lijn CD te berekenen. 

H. G. A. VERKAART. 


175, Uit de verschijnselen der licht-interferentie en ook 
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uit die der licht-buiging wordt een golflengte bepaald; 
welke methode is het nauwkeurigst ? 
Utrecht. Dern ekt. Cr WWERNDEY, 


174. Gevraagd de kromme, die bij rotatie om de z-as 
een oppervlak geeft, dat twee media scheidende, vrij is 
van aberratie voor één paar geconjugeerde punten, op de 
x-as gelegen (in elk medium één). 

Dr. L. U. H. C. WERNDLY. 


175. Een sphaerisch brekend oppervlak scheidt twee 
media met brekingsindices m en „; bepaal de plaats der 
aplanatische punten op de hoofd-as. 

Dr..L. U. H. OC. WERNDLY. 


Vraag en Antwoord. 


Vraag 2. a. De stelling, dat het vierkant van het af- 
sluitvlak van een rechtzijdigen drievlakkenhoek geliĳk is 
aan de som der vierkanten van de zijvlakken, zou men 
met het theorema van Pythagoras kunnen vergelijken. 
Kent men nu ook een overeenkomstige stelling voor een 
willekeurig viervlak, evenals in de vlakke meetkunde de 
cosinusregel bekend is? 

b. Welke methoden voor het oplossen der hoogere 
machtsvergelijkingen zou men practisch mogen noemen? 

c. Waar vind ik iets omtrent het leven en werken van 
onze voornaamste vaderlandsche wiskundigen ? CUD. 


Vraag 5. In Bruggencate's Woordenboek wordt opge- 
geven: 1 registerton —= 40 kub. voet = 1,1827 kub. meter. 
Is deze opgave goed ? VARTA 

Antwoord. Neen. Een registerton is 100 kub. E. v. = 
2,88 kub. meter. 

Art. 83 der „Wet tot afschaffing van het tonnegild der 
zeeschepen en houdende bepalingen omtrent het meten 
derzelve” luidt dan ook: 
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De inhoud van schepen in kubieke meters en in register- 
tonnen van 2,83 kubieke meter, en het nommer.... 


Vraag 4. In hetzelfde woordenboek vind ik : een mile 
— 1609 meter. Zijn dit de mijlen waarmee de zeevaarders 
rekenen ? v. P. te A. 

Antwoord. Neen. De landmiĳl (Statute mile) is 1609 M. 
Maar de zeemijl (nautical mile) is de lengte van een 
minuut aan den evenaar en is dus 1852 M. 

De opgave derhalve, die voorkomt op blz. 57 van het 
onlangs uitgekomen werkje van Blind: „Masz, Mûnz- 
und Gewichtswesen”’ is onjuist. 


Vraag 5. Wat is de grootte van een knoop, welke bij 
de zeelui als lengtemaat in gebruik is? Vv. Breet 

Antwoord. Een knoop is het 120ste deel van een Eng. 
zeemijl, dus 15,43 meter. Een schip met een snelheid vau 
16 knoopen per uur zou dus de snelheid hebben van een 
slak. Maar de uitdrukking „knoopen per uur” is onjuist; 
ze moest eigenlijk luiden „knoopen per halve minuut” wat 
samenhangt met de wijze waarop vroeger de vaart ge- 
meten werd. Het aantal knoopen, dat — naar de uitdruk- 
king luidt — een schip per uur loopt geeft dus het aan- 
tal Engelsche zeemijlen van 1852 M. aan, dat een schip per 
uur aflegt. 


Vraag 6. Hoe groot is een Masz, een Schoppen, een 
Seidel, die men in Duitschland nog geregeld hoort ge- 
bruiken. Dr: AfsteaNt 

Antwoord. De grootten dezer maten loopen in verschil- 
lende streken van Duitschland sterk uiteen. 

Men rekent b.v: 


in Beijeren : 1 Masz = 2 Seidel = 1,07 Liter 
in Tyrol: 1 Masz ==4 Seidel sil 42 ne 
in Hessen : 1 Masz =4 Schoppen —=2 st 
in Kassel: 1 Masz =4 Schoppen =1,95 


Vraag 7. ’kLees in de N. R. Ct. (19 Jan), dat de wijn- 
handelaren aan de Moezel den prijs op 475 Mark het voeder 
hebben vastgesteld. Dat geeft voor een gewonen kranten- 
lezer niets als hij niet weet, hoe groot een voeder is. Kunt 
U mij inlichten? Rudesheimer. 
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Antwoord. In Staring’s Maten, Gewichten en Munten 

A opgegeven, dat in het Wurtembergsche in gebruik 

: 1 Fuder==6 Eimer == 960 Masz == 1764 Liter. Kan dit 
Bansci zijn ? Q. 


Vraag &. Sprekende over den middelbaren tijd zegt 
Ball, Math. Recreations and Problems (bl. 206): The French 
were the last civilised nation to abandon the use of the true 
time: this was in 1816.” Had men hier te lande toen 
ook reeds den middelbaren tijd ingevoerd ? Dieten De 

Antwoord. Neen, dat geschiedde eerst in 1840. Trouwens 
als Nederland ter sprake komt, is Ball wel meer onjuist 
ingelicht. 


Vraag 9. Wanneer wordt de komeet van Halley terug- 
verwacht ? P=tooB: 

Antwoord. Naar de berekeningen van Dr. Holetschek 
(Wiener Sitzungsberichte, Vol. CXV. 5) zal de komeet het 
perihelium passeeren op 16 Mei 1910. Dr. H. verwacht, 
dat de komeet niet eerder waargenomen worden zal dan 
op het eind van 1908; op het eind van 1909 echter zou 
zij eerst goed waarneembaar zijn, terwijl zij in Maart 1910 
voor het bloote oog zichtbaar wezen zou. k 


Vraag 10. Wanneer is de constructie van den regel- 
matigen 17-hoek gevonden? 

Antwoord. Zooals uit de handschriften van Gauss 
blijkt, vond hij de constructie 30 Maart 1796. Hij was 
toen 19 jaar oud. « Q. 


Vraag 11. Wat is een gelijkmatig convergente reeks? 
Deze vraag werd op de laatste KY examens herhaaldelijk 
gedaan. S. den Haag. 


Correspondentie”. 


De heer Visschers ziet in zijn correspondentie op bldz. 
127 van dezen jaargang het groote verschil over het hoofd, 


1) Men zie: tweeden jaargang W. T. bl. 160, 
derden jg Nig 2 98, 127 en deze afl. Red. 
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dat er bestaat tusschen de afspraken ouder J/x een twee- 
waardige functie te verstaan, en met W/2 een positief getal 
te bedoelen. De laatste afspraak niet te maken is ondenk- 
baar, daar men toch moet kunnen aangeven welk getal 
men bedoelt. Bij een functie, die na een omloop door het 
imaginaire vlak een andere waarde dan de beginwaarde 
kan verkrijgen, is dit ecnter geheel iets anders. Het door 
den heer Visschers aangevoerde bewijst dus volstrekt niet, 
dat Briot en Bouguet gewoon zijn Wx één waarde toe te 
kennen. Evenmin is mij de op bldz. 15 van dezen jaarg. 
raadselachtig genoemde passage duidelijker geworden. De . 
opmerking, dat een stelling, die bewezen is voor een rati- 
onale vergelijking, niet zoo maar op de vergelijking in 
irrationalen vorm mag worden toegepast, heb ik (zooals 
uit mijn stuk duidelijk te lezen is) alleen gemaakt, omdat 
de heer V. zich daartegen bezondigt. Moet ik de omstan: 
digheid, dat de heer V. die opmerking zeer juist noemt, 
zoo uitleggen, dat hij het raadselachtige der geciteerde 
regels toegeeft ? 

Ten slotte zij nog opgemerkt, dat de heer V. dergelijke 
onjuistheden als waarop hij Briot en Bouguet meent be- 
trapt te hebben bij de meest gezaghebbende schrijvers 
kan aantreffen. In Pascal-Schepp, Repertorium der höheren 
Mathematik IT vindt men op p. 300 de verg. van het 
oppervlak van Kummer in den vorm 


Var + Vyy + Wer =0, 


waarin %, *, enz. bepaalde lineaire functies der homogene 
coördinaten @%, %, 4e, %4 Zijn, en op p. 932 de Verse 
het oppervlak van Steiner in den vorm 


Va + Var + Vas + Was 


Beide vergelijkingen zijn van niemand minder dan van 
Cayley afkomstig. De eerstgenoemde vergelijking treft 
men onder verschillende vormen aan in Hudson, Kummer's 
guartic surface (b.v. op p. 35, 85, 86, 98, enz.) Ook andere 
irrationale vergelijkingen treft men daar aan. Zoo vindt 
men de verg. van het tetraedrale complex in den gemengden 
vorm 


Vana Vat Vrun=0 (ABA 7=0), 


178 


waarin %, %s, %s, %4 Punteoördinaten, U, Us, Ug, U, Vlak- 
coördinaten zijn; zoodoende krijgt men ook de vergelij- 
kingen der complexkegels en complexkegelsneden in irra- 
tionalen vorm. De irrationale vergelijkingen van het opper- 
vlak van Steiner vindt men ook in Salmon-Fiedler, Ana- 
lytische Geometrie des Raumes II (dritter Aufl), p. 375. 
Andere irrationale vergelijkingen van oppervlakken komen 
voor op p. 376, 464, 471. 

Hieruit blijkt duidelijk, dat geroemde schrijvers een 
irrationale functie als meerwaardig opvatten. Daar echter, 
waar van den wortel uit een constant positief getal sprake 
is, verstaan ze daarunder den positieven wortel. Kan dan 
zoowel de eene als de andere wortel genomen worden, 
dan plaatsen ze het + teeken. Zie b.v. Pascal-Schepp, 
p. 40, 60, 116, Hudson, p. 108, 104, Salmon-Fiedler, p. 341, 
342. 


Sneek. Dr. FreD. SCHUH. 


Antwoord op het voorgaande. 


Ook na inzage dezer correspondentie .blijf ik volhouden, 
dat Briot en Bouquet gewoon zijn W/x éen waarde toe te 
kennen, niet alleen als # een constante is, maar ook, waar 
x een veranderlijke voorstelt. Omdat de voorbeelden, die 
ik in de voorgaande aflevering (blz. 127) gaf, misschien ’t ver- 
moeden wettigen, dat ik ’t groote verschil over ’t hoofd 
zou hebben gezien tusschen de afspraken onder W/x een twee- 
waardige functie te verstaan, en met W/2 een positief 
getal te bedoelen, zal ik met nog enkele aanhalingen mijn 
bewering staven. De schrijvers geven behalve andere 
vormen ook deze vergelijkingen: voor de cissoïde y= 

ne AL, 
ate’ 
voor de parabool y = + W2px, enz. Nu moet 't den aan- 
dachtigen lezer der „Géométrie analytique” toeh vreemd 
voorkomen, dat zonder de minste afspraak of toelichting de 


parabool (7 + an 1) — 8k xy =0, (i= a) in den vorm 


| EL | — 1 =0 wordt geschreven, terwijl elders 


de parabool y?=2par wordt omgezet in y + W2px==0. 
Op bladz. 2 van dezen jaargang zegt de heer Schuh: 


L 5 
Bu voor ‘de strophoide y= + % 
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„Allerlei afspraken, mits scherp geformuleerd en zonder 
innerlijke tegenstrijdigheden zijn denkbaar” en „alleen met 
goed gedefinieerde begrippen kan men in de wiskunde iets 
aanvangen.” Niet alleen wordt nu in dit leerboek op de 
plaats in quaestie niets afgesproken, geformuleerd of ge- 
definieerd, maar onmiddellijk er na, bladz. 269, 282bis 
volgt: „Soient a =0, B=0, y==0 les équations des trois 
côtés d'un triangle. L'équation générale des coniques in- 
scrites dans ce triangle est: 


Nat dury uv ZAvya Anaf. —=0, 


À, w‚ v désignant des paramèêtres variables. Cette équation 
peut s’écrire sous forme irrationnelle: 


OAT NOA en 
Pra Slip Were 


Briot en Bouquet zouden nu in ’t eene geval wel, in ’t 
andere niet de meerwaardige definitie der irrationale func- 
ties hebben gekozen. Zonderling is ’t ook, dat zij voor 
V/x tweewaardig, van de 4 vergelijkingen T,, hb, le en Ia, 


(bladz. 93, 2de jaarg.) juist gekozen hebben Wee EN 


VA aids de vorm I/ 24/5 + 1=0 is nog 


iets eenvoudiger en ligt meer voor de hand. Wie hun 
boek bestudeert om zich te bekwamen in de beginselen 


der Anal. Meetk., en bij de verg. 145 L V/a —_1l=0 


niet goed oplet, loopt er in en meent, dat ze geldig is 
voor V/x eenwaardig. Dat ze dan niet goed is heb ik in 
mijn bijdrage van ’t vorige jaar (Zen jaarg. blz. 92), in weer wil 
van de op goede gronden gewraakte passage, duidelijk ge- 
maakt. En dat is mij voldoende. Of men nu op de geincrimi- 
neerde plaats te doen heeft met slordig geschrijf, met naschrrij- 
verij of met onjuistheid wil ik in ’t midden laten ; bij ’t schrij- 
ven mijner opmerkingen plaatste ik mij op ’t standpunt 
der schrijvers: Wx éénwaardig, en vandaar uit gezien is 
de plaats werkelijk onjuist. In elk geval is ’t voorbarig te 
decreteeren : „Briot en Bouquet hebben blijkbaar de ruime, 
d.i. de meerwaardige definitie der irrationale functies ge- 
kozen.” Andere schrijvers en werken staan buiten de 
guaestie en worden dus. door mij onbesproken gelaten ; 
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nergens heb ik beweerd, dat irrationale funties als W/x 
niet tweewaardig mogen a opgevat, of dat verge- 


lijkingen als Ws + —— 1 =0 voor Wx tweewaar- 


dige functie geen recht van Eisen hebben. Zk schreef 
mijn stukje naar aanleiding van een paar genoemde leer- 
boeken bij bepaalde gegevens. De heer Schuh onderzoeke 
nog eens goed of „dergelijke onjwistheden, als... ’ inder- 
daad voorkomen in de werken van die meest gezagheb- 
bende schrijvers, die hij tegen mij in het strijdperk roept! 
’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


Op bl. 34 van dezen jaargang staan in no. 11 een paar 
drukfouten, nl. grooter in plaats van Kleiner (reg. 3), en 
<< IMsplaats van. > (reg. 7, 8 en…9). 

Een ander bewijs voor de daar vermelde eigenschap 
volgt uit fig. 68 bl. 86 in Van Breen, merkwaardige punten 
en lijnen in den vlakken /: 


zAHeBte0=zAteÂ,=AA,, 


en AA; ĲAB + BA,, 
dus ad-bte< AB BA, 
of adbde<T ABBO. 
Delfzijl. W. Meijer. 


In Serret: Traité d'Arithmétique, Septième édition, pag. 
8529, staat eene stellling, die luidt: 

Di le dénominateur d'une fraction ordinaire irreductible 
est un nombre premièr autre que 2 et 5, et si cette frac- 
tion donne naissance à une fraction décimale dont la 
période ait un nombre pair 2m de chiffres, 1°. les mm 
premiers chiffres ajoutés respectivement avec les m der- 
niers, donneront des sommes toutes egales à 9; 20, les 
restes correspondant aux mm premiers chiffres ajoutés res- 
pectivement avec ceux qui correspondent aux m derniers 
donneront des sommes toutes égales au dénominateur de 
la fraction ordinaire. 

Deze stelling kan men algemeener maken door het: 
nombre premier etc. te vervangen door: een getal dat deel- 
baar is op 10” + 1, 

Zoo hebben breuken met de noemers 77 en 91 deze 
eigenschap; die met den noemer 7 X 37 echter niet. 

Middelburg. Dr. H, v. d. Kaup. 
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De methode door mij op blz. 250 van den tweeden jaar- 
gang aangegeven voor het oplossen van twee kwadratische 
vergelijkingen met twee onbekenden, vind ik thans uit- 
voerig, doch alleen van een algebraïsch standpunt, be- 
handeld op blz. 52 en volgende van een boekje getiteld: 
„Anwendung der Determinanten und Elemente der neuern 
Algebra auf dem Gebiete der niedern Mathematik” von 
Prof. Dr. Jos. Diekmann. Leipzig, Teubner, 1889. 

Heemstede. G. D. RAscH. 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de redactie ontvangen.) 
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Uitgave van het Uitgeversbureau „de Maas’, Venlo: 
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Das ‘heorem des Pythagoras 


(Wiederhergestellt in seiner ursprünglichen Form, und 
betrachtet als Grundlage der ganzen Pythago- 
reischen Mathematik und Philosophie). 


VON 


D". H. A. NABER (Hoorn). 


‚Es gibt keine schwerere und 
zugleich lohnendere Aufgabe 
als die Auffindung des An- 
fangs einer jeden Sache.” 


Pythagoras. 
EINLEITUNG. 


Es ist etwa fünfzehn Jahre her, dass der bekannte 
Gustav Dähne vor uns Holländern im Odeon zu Am- 
sterdam seinen ersten Vortrag hielt und uns die neuesten 
Versuche auf dem Gebiete der Experimentalphysik darstellte. 


Neben den damals noch nicht allgemein bekannten 
Hertz'schen Schwingungen u.s.w. gab es auch andere 
Experimente, einfacherer Art, und dazu gehörte eins mit 
der Zauberlaterne. 


Er hatte nämlich aus kleinen transparenten Gipsplatten 
eine Figur konstruiert: es war ein rechtwinkliges Dreieck 
mit den drei Quadraten (Fig. 1.) und wiewohl weisses 
Licht hindurch geworfen ward, war das Bild auf der 
Wand das eine Mal farblos, und das andere Mal zeigte 
jeder der 4 Teile eine besondere Farbe; man sah also 
4 Farben. 


Nun, das war eine hübsche Wirkung des polarisierten 
Lichtes; aber etwas Neues auf physikalischem Gebiete 
dürfte man es kaum heissen: der Applaus möchte eher 
dem wohlbekannten Satze gelten, den man als einen alten 
Bekannten begrüsste. 


Ich meinesteils war von der Bekanntschaft, die ich als 
Realschüler mit diesem Satze machte, nie so recht ent- 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 12 
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zückt, obwohl es nicht in unangenehmer Weise geschah; 
und deshalb möchte ich mit dem nötigen Vorbehalt fragen: 
Waren sich die Zuschauer in diesem Augenblieke viel 
leicht bewusst, dass der Satz eine Wahrheit ist, die wir 
nicht entbehren können, ein Symbol gemeinsamer Bildung ? 


Es ist nur eine Frage, und wer wird sie bejahen oder 
verneinen? Eine solche Begeisterung findet sich nur in 
besonderen Fällen, an Erinnerungstagen, bei Kongressen 


Fig. 1. 
Euchdsl 47e Be 


und dergl; so etwas ist dem Theorem des Pythagoras 
jedoch nie zu teil geworden und ist ihm auch sicherlich 
nicht beschert, denn die Zeit der Entdeckung ist nicht 
bis auf 50 Jahre genau anzugeben, und eine Sache, so 
wichtig sie an sich sonst auch sei, kann auch zu abge- 
droschen. sein. ‘ 


ek 
kad kad 


Es gibt aber einen zweiten Grund für meine Vermutung. 


In den fünfziger Jahren des vorigen Jahrhunderts hat. 
man sich für etwaige Mondbewohner ebenso interessiert 
wie jetzt für etwaige Marsbewohner, und aus dieser Zeit 
datiert folgender Vorschlag Gruithuyzens. 


Man sollte Euclid L 47, also den sogenannten pytha- 
goreischen Lehrsatz, den Mondbewohnern zeigen und zwar 
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in Ökonomischer und packender Weise, mittelst unge 
heurer Getreidefelder. 


Dieser Gedanke machte Aufsehen: ich habe ihn wenig- 
stens viele Jahre später von einem ehemaligen Schüler 
unseres Marsspezialisten Prof. Kaiser (+ 1872) aus Leiden 
noch beistimmend hervorheben hören; ich begegnete ihm 
in einem 1875 erschienenen Werkchen des Abbé Moigno; 
und als eine gewisse Frau Guzman im Jahre 1891 einen 
Preis von 100,000 Franken aussetzte für den, der ein 
Mittel finden würde sich mit einem der Himmelskörper 
in Verbindung zu setzen — da wurde die Figur wiederum 
genannt }). 


kk 
kad had 


Die Figur mit den drei Quadraten erfreut sich also wohl 
einiger Beliebtheit, würde den Vorzug haben, falls eine 
Wahl in Aussicht stände, aber doch.... ich applaudierte 
zu Dähne’s Experiment nicht mit, und würde Einspruch 
erheben müssen, wenn man daran denken sollte den Ge- 
danken der viereckigen Getreidefelder zu verwirklichen ; 
auf jeden Fall würde sich unser Planet mit Euclid I 47 
in den Augen der etwaigen Marsbewohner, deren Bildung 
möglicherweise der unseren Jahrhunderte voran ist unsterb- 
lich blamieren können; und sollte diese Bildung Jahr- 
hunderte hinter unserer zurückstehen, so hoffe ich glaub- 
haft machen zu können, dass sie auch in diesem Falle 
eine bessere KEinsicht haben können. Denn ich will 24 
Jahrhunderte zurück um das eigentliche Theorem auf. 
zufinden. 


Was das jetzige Theorem anbetrifft, das ist näml. in 
mancher Hinsicht nicht so wie es sein sollte. 


Was ist ein Theorem? 

Diese Frage bleibt unbeantwortet; der eine verwendet 
das Wort bei den nach Pythagoras, Pappus und Pto- 
lemäus benannten Lehrsätzen; der andere gebraucht 
den schönen Ausdruck in abgeblasster Bedeutung; ein 
dritter hat ihn ganz und gar abgeschafft. 


1 A. Rébjèêre, Mathématiques et. Mathématiciens, 1893, p. 457. 
Dieser Preis wird noch stets erwähnt unter den Preisen, über die 
die Akademie zu Paris zu verfügen hat. 
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Wie ist der Name des Pythagoras damit verknüpft? 
Entdeckte er? Erklärte er? Bewies er? Erweiterte er? 

Das ist wiederum eine Reihe von Fragen, die zwar 
von Cantor u.a. aufgeworfen werden, aber leider bisher 
ungelöst geblieben sind. 


Was zu halten von dem Opfer, das Pythagoras an- 
lässlich dieser Entdeckung dargebracht haben soll? 

Auch auf diese dritte Frage keine andere Antwort als 
ein Achselzucken, ein mitleidiges Lächeln. Denn wer bringt 
ein Opfer von Rindern oder eine Hekatombe oder selbst 
nur ein unblutiges Opfer für eine geometrische Ent- 
deekung? So schloss die „begqueme und denkfaule Skepsis”, 
die von Röth auf dem Gebiete der Geschichte der antiken 
Philosophie an den Pranger gestellt worden ist; und die 
nämliche Skepsis legt sich daher auch nicht die Frage 
vor, wie die Erwähnung über jene Hekatombe möglicher- 
weise entstehen konnte. 


Auf eine Frage bekommt man jedoch um so mehr Ant- 
worten: nämlich wenn man sich erkundigt über den hesten 
Beweis oder den einzig richtigen. Da bringt man leicht 
an 70 zusammen; und von mehr als einem wird der Ent- 
decker wohl gesagt haben was unser Schriftsteller M u l- 
tatuli von dem seinigen sagt: 


„Einfacher geht es nicht, wie mich dünkt.” 


Aber auch diese 70 Antworten auf unsere (vierte, Frage 
schaffen das Fragezeichen nicht fort, und meiner Ansicht 
nach würde es stehen bleiben, wenn sogar sieben mal 70 
Beweise beigebracht werden könnten. Verfasser dieses 
steht mit dieser Ansicht nicht vereinzelt da: bereits firüher 
hat man die Möglichkeit einer zufriedenstellenden Beweis- 
führung angezweifelt: diese Streitfrage hat im ganzen 
sogar vier Phasen durchgemacht und befindet sich jetzt 
in der fünften. 


le. Phase. 
Thomas Hobbes (ungefähr 1650). 
Dieser bringt allen Lehrsätzen ein gewisses Misstraven 
entgegen und gibt dem Messen den Vorzug U. 


5 Rosetum Geometricum, Prop. XV. 
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2e. Phase. 
Schopenhauer (1812). 
Dieser wagt es nicht, das Theorem zu leugnen, aber die 
Beweisführung des Euclid erregt seinen Unwillen: 
„Des Buclids stelzbeiniger, ja hinterlistiger Beweis 
verlässt uns beim Warum.” 


3e. Phase. 
Eduard von Hartmann®) (1869). 
Dieser erklärt ohne weiteres dass eine unmittelbare 
Einsicht in die Sache unmöglich sei (es sei denn für ein 
gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck) und benutzt 
diese unerwiesene Behauptung ferner als Beweismittel 
für etwas anderes. Er hat also die Sache völlig auf- 


gegeben. 


4e, Phase. 
Dr. Rosenberger (1885) in einem Vortrag® für aka- 


demisch gebildete Lehrer in Frankfurt a/M. 
Hier begegnet man schon der skeptischen Ergebung, 
die einem langen und erfolglosen Streite folgt: 

„Ob nun wirklich bei so complizirten Zusammen- 
hängen, wie sie der Pythagoreische Lehrsatz aufdeckt, 
eine unmittelbare Einsicht Jemandem möglich ist, 
darüber lässt sich wohl nichts behaupten.” 


Und jetzt die 5e. Phase. 
Es ist die jetzige, in welcher den geringeren Grössen 
auf mathematischem Gebiete spöttisch empfohlen wird, 
alte oder neue Beweise für den „Lehrsatz”’ beizubrin- 
gen®). Nach etwas Besserem über das Theorem des 
Pythagoras zu suchen, steht auf einer Stufe mit dem 
Versuch den Stein der Weisen auffinden oder das 


1 Die Weltals Wille und Vorstellung. Ausgabe 1859, Teil I, p. 57. 

‚Am gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke ist durch Um- 
klappen des Hypotenusenquadrats der Pythagoreische Lehrsatz noch 
anschaulich zu machen, aber beim ungleiehschenkligen ist er nur 
deductiv zu begreifen. Hieraus geht hervor, dass unsere befähigtsten 
Mathematiker die Fähigkeit der Intuition viel zu schnell im Stiche 
lässt, um irgendwie damit vorwärts zu kommen...” 

Eduard von Hartmann, Die Philosophie des Unbewussten, 1869, 
p. 259. 

3) Ueber die Genesis wissenschaftlicher Entdeckungen und Erfin 
dungen. 

t) P. Wijdenes, Weekbl. v. Gymn.en Middelb. Onderwijs, 28,12, 1905. 
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Perpetuum mobile entdecken zu wollen: der richtige 
Mathematiker schneidet jede Frage ab!), wenn er nur 
den Namen Pythagoras hört. 


Also hat sich der bisher betretene Weg im Sande ver- 
laufen; wir müssen zurück. Was sagte D' Rosenberger? 


Er sprach von „complizirten Zusammenhängen” wie 
Schopenhauer sprach von einer „qualitas occulta” ?) 
oder „verborgenen”’ Eigenschaft. { 


Ist das richtig? Kann eine Eigenschaft kompliziert oder 
„oecult’”* sein, die entsteht wenn zwei senkrechte gerade 
Linien und eine dritte sich schneiden? 


Nein, gewiss nicht; wir müssen ihr gewachsen sein, es 
kann und darf über unsere Fassungsgabe nicht hinausgehen. 


Übersehen wir das Einfache vielleicht? Wissen wir 
vielleicht zu viel? 


Ja, das ist es. Ein geistreiches Wort von Delambre 
möge es erläutern. 


„Die leichten Fragen’ sollen mit entsprechend einfachen 
Mitteln zu lösen versucht werden... man darf nicht 
jener Persönlichkeit der Fabel gleichen, die, um einen 
Floh los zu werden, dem Jupiter seinen Blitz oder dem 
Hercules seine Keuie entleihen wollte.” 3) 


Do ist denn das ganze Theorem und die darauf bezüg:- 
liche Literatur umfangreich geworden wie mit derber oder 
gar plumper Kraft zu Schaum geschlagenes Eiweiss und 
letzteres kann ohne Schaden, ja sogar mit Nutzen fort- 
geschafft werden. 

Es gibt viel zu viel Beweise; wir müssen zurück bis 
vór Eueclid, d. h. bis gu der Zeit, wo das Theorem 


1) Diese Behauptung ist nicht ganz und gar unbegründet; so 
etwas passierte mir an der Universität. 

?) „Ebenso lehrt der Pythagoreische Lehrsatz uns eine qgualitens 
occulta des rechtwinkligen Dreiecks kennen 1m il 

3) Siehe Rébière 1. c. p. 
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anders gewesen sein muss, und nicht bewiesen wurde, 
weil es in die Augen sprang, einleuchtend, sonnenklar war. 


Das Theorem, das echte, dem dieses Werkchen gewid- 
met sein wird, hat Pythagoras nach allen Seiten hin 
erweitert; in seinen Händen erwies es sich ein durch ein 
magisches Ferment aufgehender Teig; wie Sauerteig hat 
es seine „Mathesis”, seine ganze Lehre durchsetzt; unent- 
behrlich ist es beim Suchen nach den „missing links” 
zwischen den Entdeckungen und Anschauungen, die sein 
Gepräge haben. 


Weil also im Folgenden ein ziemlich weites Gebiet be- 
treten werden muss, hat es seinen Nutzen, deutlich anzu- 
geben was hier Hauptsache und was Nebensache sein soll, 
Nebensache ist alles was sich bezieht auf die Betrach- 
tungen des Pythagoras; Nebensache sind die Funde, 
die wir glauben ihm zuschreiben zu müssen; Neben- 
sache ist die Frage, ob Pythagoras das Theorem auf- 
gefassl habe wie es hier dargestellt wird. Aber Haupt- 
sache ist, dass, mit oder ohne Pythagoras, der Satz 
vom rechtwinkligen Dreieck anders aufgefasst werden muss. 


Wenn nur dieser Kern unberührt bleiben sollte, haben 
wir doch einen geeigneten Ausgangspunkt zum Vorrücken. 
Wenn zugegeben werden muss, dass das Theorem des 
Pythagoras, die bedeutendste Wahrheit aus der Ele- 


mentargeometrie — der einzige Satz derselben, welchen 
die Differential- und Integralrechnung anwenden kann; 
der sogenannte „Magister Matheseos”’ — 25 Jahr- 


hunderte hindureh nicht gehörig formuliert worden ist... 

Dann müssen wir vorlâufig auf die schmeichelhaften 
Lobpreisungen verzichten, nach denen die Mathematik uns 
die besten Vorbilder von den Begriffen „Beweis’ und 
„Methode” gebe; wie wenn mathematische Wahrheiten 
mustergiltig für die auf einander folgenden Generationen!) 
heissen sollten. 


1) Mathematische Wahrheiten haben von jeher bei jederzauf ein- 
ander folgenden Generation von denkenden und forschenden Män- 
nern als Vorbilder der Wahrheit und der Beweisführung gegolten, 
und sind auf diese Weise. für die Eorscher mustergiltig geworden, 
einerlei ob sie reden von Wahrheiten, Kenntnissen oder Beweisen.” 

(Whewell, Geschichte der Induktiven Wissenschaften). 
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Dann gewinnt man Verständnis für die merkwürdigen 
Worte eines Laplace}, der fühlte dass etwas fehlte an 
dem Unterbau; dass man jedesmal in dasselbe Geleise 
zurücktrat. 


Dann müssen in Verruf geratene Hilfsmittel und Metho- 
den von neuem versucht oder erprobt werden; muss von 
neuem entschieden werden, ob einige einfache aber schön 
geschwungene Linien nicht in die Elementargeometrie ge- 
hören; muss die Reihenfolge der Sätze berichtigt und die 
Frage getan werden, ob vielleicht ein natürlicherer Lehr- 
gang den Vorzug verdient, wobei z. B. wieder ein wenig 
die Aufmerksamkeit auf das Experiment?) gelenkt wird. 


Ein Gedankenaustausch über diese Punkte würde dann 
vielleicht eine Einschränkung der alten und die geplante 
Einführung schwierigerer neuer Kapitel zur Folge haben; 
während sich zugleicherzeit die Aussicht eröffnen würde, 
dass die Mathematik ihren einigermassen eingebüssten 
Ruf als zuverlässigste Führerin bei jedem geistigen Unter- 
nehmen wiedergewinne; dass sie wieder, wenn auch nur 
in geringem Grade, zeigte was sie war als Pythagoras 
sie lehrte: die Grundlage aller Fächer, in lebendigem 
Zusammenhang mit allem übrigen Denken. 


1) „Alles was sich von den heutigen Prinzipien erwarten lässt, 
ist von neuem gesichtet worden, und man wird immer in dasselbe 
Geleise kommen. Die Wissenschaft soll erneuert werden, sie soll 
auf einen neuen Sockel gestellt werden.” 

(Laplace, Siehe Rébière 1. c.) 

2) Cf, Paul Appell, Journal des Savants, 1903, p. 364: 

‚il faut présenter aux élèves la géométrie comme une science 
basée sur l'expérience, .……. actuellement, cette méthode est très peu 
suivie dans l'enseignement élémentaire: le côté purement logique, 
le côté de la rigueur et de la déduction sont beaucoup trop déve- 
loppés; les définitions semblent tomber du ciel. Il faudrait, au 
contraire, montrer aux commencants des objets géométriques en 
papier, en bois, en fil de fer; leur faire dessiner avec soin les figures 
qu’ils étudient et leur faire vérifier les théorèmes par des mesures 
prises sur les dessins; leur faire comprendre que l'idée de similitude 
s'impose, dès qu’on veut faire un aggrandissement ou une réduction 
d'un dessin, et que la théorie geometrigue de la similitude n'est que 
analyse rigoureuse d'une idée courante etc. Cette facon de procéder, 
qui découle des vues de M. de Freycinet, n'est pas seulement dictóe 
par la discussion des origines de la géométrie; elle est justifiée par 
les excellents résultats pédagogiques qu’elle a toujours donnés. 


185 


Man sei daher auf der Hut, und gebe nicht gleich zu, 
dass die hier vertretene Ansicht die richtige sei; denn 
wenn man diese Hauptsache eingeräumt hat, müssen ge- 
wisse Nebensachen folgen. Gibt man Einen Finger, so wird 
man die ganze Hand geben müssen, und die andere Hand 
wird folgen müssen bis zuletzt die Zahl zehn voll ist. 
Was vorhin unbedingt als Nebensache bezeichnet wurde, 
kann später zur Hauptsache heranwachsen : Pythagoras 
kann uns noch dieses und jenes über „wissenschaftliche 
Methode” zu sagen haben, das die Theoremfragen so ziem- 
lich in den Schatten stellt; und wie geringfügig ist die 
Frage nach der Methode, wenn man sie vergleicht mit 
anderen von ihm in den Vordergrund gerückten Fragen! 


Kigenschap van een parallelogram 


DOOR 


J. 4. VAN DIJK (den Haag). 


Een willekeurige rechte snĳdt de zijden van 
een parallelogram. Verbindt men twee over- 
staande hoekpunten daarvan ieder met de snij- 
enso p de overstaaude zijden, dan ontstaan 
er twee driehoeken, waarvan de oppervlakken 
evengroot zijn. 

Zij ABCD het parallelogram, PQ de transversaal, die 
AD in EB, AB in F, CB in G en CD in H snijdt. 

Dan moet bewezen worden: 


AAGH rr CHE. 
Stellen wij nu: 
DE ODE en ABS, 
en zij verder + inh. par. ABCD =|. 
Door toepassing van de eigenschap, dat de oppervlakken 
van driehoeken, die een hoek gemeen hebben zich ver- 


houden als de producten van de zijden om dien hoek, 
vinden wij dan: 
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A ABE GES MAS AARD = 1 ra 4). 


Nu is DE —=s—g, en DE: DH = AE: AF, of 
(si DH EE serdus DE 


A DEE: I= 0 Xx ED pg 


Lo 


1 (Sn | 
A En En 
dus Be Pe Ln B) 
MDH nd 
EC Á 
AOS TARN EES De Ser Y). 
Op gelijksoortige wijze vindt men: 
ste 
BGF = ll... ò), 
= par 


SE 
en A ABG 


Uit z) — {8) Jy) +3) + e) vindt men A AGH, en na | 
herleiding: | 


Hor psd-gqr—rs 
j Pq 


jn 
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Berekenen wij op dezelfde wijze de oppervlakken der 
driehoeken CHE, CHG en CGF, dan vindt men door 
optelling A CEF, en na herleiding eveneens 


ern 
Pq 


ì 


mr A OH == A CEE. 

Ook met toepassing der analytische meetkunde is de 
oplossing zeer eenvoudig. 

De lijnen AB en AD als coördinaten-assen aannemende 
en £ DAB =w stellende, vindt men gemakkelijk voor de 


coördinaten van E x==0 TiS 
» » F x=r y=0 
nel), 
» nd 
s (r — Pp) 
» sorkbrdid hen KETEN 
D » Aa—=0 y—=0 
» td y=q 
RO 1 
me ndi Crisesin win 0 : 
te vi 
(s—0)r 


en A CEF —= 4sin w 5 ir JE { 


0 0 l 


Beide determinanten geven bij ontwikkeling uitkomsten, 
die alleen in ’t teeken verschillen. 
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Meetkundig bewijs voor eene stelling 
betrekking hebbende op de krommingen bij 
ruimtekrommen 


„DOOR 


D*. H. VAN DER KAMP (Middelburg). 


Stel P een punt der ruimtekromme, M het middelpunt 
van spherische kromming en het vlak van teekening lood- 
recht op de raaklijn in P. 

Bedenkende, dat het middelpunt van spherische kromming 
het snijpunt van de normalen in de kromtemiddelpunten 
op twee op elkaar volgende osculatievlakken opgericht 
(poolassen) is, zullen deze beide in het vlak van teekening 
liggen. 


PA en PB zijn nu twee op elkaar volgende kromte: 
stralen (niet beide hoofdnormaten). £ BMA = £ BPa=u= 
den hoek tusschen twee op elkaar volgende osculatie-vlak- 
ken (torsiehaek). 

Met verwaarloozing van oneindig kleinen van hoogere 
orde hebben we nu: 


BC =Ar=MBXu=u4 Xr 
als p de kromtestraal en 7 de straal van spherische krom: 


ming is. 
Deelende door /\s, overgaande tot differentiaalguotienten 
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en bedenkende, dat C =den torsiestraal T is, volgt uit (1): 


Var En welke betrekking men gewoonlijk aldus 
schrijft: 


rr 02 J-T? E) 


Uit de figuur blijkt tevens, dat de raaklijn AB aan de 
m.p. der kromtemiddelpunten in het normaalvlak ligt en 
met de hoofdnormaal een hoek maakt, die tot tangens 
heeft: 

o ods 
Vr? — 2 E Breton 


en het complement is van den hoek, dien de hoofdnormaal 
en de straal van spherische kromming met elkaar maken. 

Zal de hoofdnormaal raken aan deze m.p. dan moet 
PM | op PA staan, m.a. w. het middelpunt van spherische 
kromming in het oneindige liggen, dus vier op elkaar vol- 
gende punten der kromme in een plat vlak of T = oo. 
Moet dit voor alle punten gelden, dan is het eene vlakke 
kromme. 


Over eene eigenschap van de ellips en 
haar analogon in de ellipsoïde 


DOOR 


CG. A. CIKOT Cs-Hertogenbosch). 


'tIs een bekende eigenschap van de kegelsneden dat, 
laat men om een punt van hun omtrek een rechten hoek 
draaien, de koorde die de snijpunten van de beenen met 
den omtrek verbindt, door een vast punt van de normaal 
gaat. Om de meetkundige plaats van dat punt bij een 
ellips te bepalen, laten we de beenen evenwijdig met de 
assen van de ellips loopen, en bepalen dan het snijpunt 
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van bedoelde koorde met de normaal van het punt. Zij 
dat punt (#, 4), dan is de vergelijking van de normaal 


2 
IX); de bedoelde koorde 


D2 x 
is hier eene middellijn, waarvan de vergelijking is: Y=— oan 


voor dat punt: Y—y= 


Deze twee vergelijkingen geven: 


Ee 
hieruit zien we, dat de gezochte meetkundige plaats een 
ellips is, gelijkvormig en coaxaal met de oorspronkelijke. 
Ook volgt er uit, dat de afstand van bedoeld punt op de 
normaal tot het middelpunt evenredig is met den straal 
van het oorspronkelijke punt (x, 4). 

Nog blijkt, dat de normaal van de oorspronkelijke ellips 
in haar verkregen uiteinde ook normaal is voor de tweede 
ellips. 

In Salmon—Fiedler wordt analytisch het volgend- 
analogon voor de ellipsoïde bewezen: 

Als men door een punt van een ellipsoïde drie onderling 
loodrechte koorden trekt, gaat het vlak, dat door hunne 
uiteinden gaat steeds door eenzelfde punt van de normaal 
voor het oorspronkelijke punt. Hier volgt een meet- 
kundig bewijs voor deze eigenschap. 

Als men een van de drie koorden, in een bepaalden 
stand -van het drietal, vasthoudt, en het vlak van de andere 
twee daarom laat draaien, blijven die twee in eenzelfde 
vlak, dus hebben ze een beweging in de doorsnede als 
hierboven behandeld is, m.a.w. de koorde die hun uit- 
einden verbindt, gaat bij de bedoelde beweging steeds door 
eenzelfde punt van de normaal der bijbehoorende doorsnede; 
deze normaal, de normaal van het oppervlak en de. draai- 
ings-as liggen in één vlak (loodrecht op de raaklijnen aan 
de doorsnede in het punt); uit dit alles blijkt, dat het 
vlak door de uiteinden steeds door eenzelfde punt van de 
normaal gaat. Bij een opvolgende draaiing om cen van de 
twee andere koorden blijft het bedoelde vlak door dat 
pint gaan. Nu kan men het stel van de drie onderling 
rechthoekige koorden steeds van den eenen willekeurigen 
stand in den anderen brengen door achtereenvolgende 
draaiing om twee van die koorden (om b.v. de koorde A 


ko 


in een stand A’ te brengen, legt men een vlak door A en 
A's dit vlak zal het vlak, door de twee andere assen Ben 
C gebracht, volgens a snijden, waarbij a loodrecht op A 
staat; draai nu eerst om A tot B in a komt, en dan om 
den nieuwen stand van C tot A in A’ komt, dan blĳkt 
de waarheid van bovenstaande bewering). 

In Salmon—Fiedler wordt verder analytisch bewezen, 
dat de meetkundige plaats van bedoeld punt op de normaal 
voor de ellipsoïde eene ellipsoïde is die coaxaal (niet, 
zooals men vermoeden zou, gelijkvormig) is met de oor- 
spronkelijke. 


De minimum-deviatie bij een prisma 
DOOR 


F.J. VAES (Rotterdam). 


Op bladz. 168 van den vorigen jaargang gaf de heer 
Krediet een afleiding voor de minimum-deviatie van een 
prisma, afwijkend van de gewoonlijk gegevene. Hier volgt 
nog een andere afleiding, die zuiver meetkundig is, en 
daardoor mogelijk door de meeste leerlingen beter zal 
worden begrepen en onthouden dan een algebraïsche. 

Fig. 1 geeft de bekende constructie voor de breking van 
een lichtstraal voor den overgang van lucht in glas of 
omgekeerd. Een lichtstraal AB, die uit de lucht in glas 
intreedt, neemt in het glas de richting BD aan, welke 
met de normaal van het grensvlak PQ een hoek 7 maakt, 
die kleiner is dan de hoek { van AB met de normaal, en 
wel is 

sin d 3) 


sin .2 


Worden dus uit B halve cirkels beschreven met stralen, 
die zich verhouden als 3:2; verlengt men AB tot ze den 
kleinen cirkel in C snijdt; trekt men uit C een lijn lood- 
recht op het grensvlak PQ, welke den grooten cirkel in 
D snijdt, dan is BD de richting van den lichtstraal in 
het glas. 
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En omgekeerd: een lichtstraal, die in het glas van D 
naar B loopt, zal in de lucht uittreden volgens de richting BA. 

Denkt men nu in het glas twee lichtstralen EB en FB, 
die gelijke hoeken maken met DB, dan zullen die uit- 
treden volgens Bl en BK, en gemakkelijk is aan te toonen, 
dat BI verder van BA zal afwijken dan BK. 

Vooreerst heeft men EG > DC > FH, want de koorden 
CH en DF zullen elkander snijden in een punt, dat rechts 


Fig. 1. 


van FH ligt, omdat ze loodrecht staan op de stralen, die 
de bogen DF en CH middendoordeelen; en dit is ook het 
geval met GC en ED. 

Bovendien wordt de hoek van twee overeenkomstige 
koorden grooter naarmate de koorden verder van M en 
dus dichter bij N liggen, want voor (oneindig kleine) 
koorden bij M en M, is die hoek nul, en bij N en N, 
gelijk ZL NN‚N 
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fFrekt men dus CG, // DE, en CH, // DF,, dan is 
L G,0G >> L HCH, 


RRC od en 6 GOC £ CH His, zal CG CH 
moeten zijn. 
Het verlengde CG, van GC valt buiten den hoek HCH,, 
dus is 
Grana Cron CG GE 


zoodat ook boog CG > boog CH. 

In woorden gebracht luidt de eigenschap: 

Als men den hoek — rr met de normaal van een licht- 
straal in de dichtere stof (glas) doet afnemen tot 7,, en 
daarna toenemen tot- 7, zoodanig dat 7—r=r—r. 
dan zullen de overeenkomstige hoeken 4, % en % van de 
lichtstraal, die in de minder dichte stof (lucht) uittreedt, 
zoodanig zijn, dat 

L_—_h Zigd. 

De toepassing op een prisma geeft nu onmiddellijk de 
volgende uitkomst, 

In fig. 2 is ABCD een lichtstraal, waarvan het deel BC 
gelijke hoeken maakt 7 en 7, met de normalen op de grens- 
vlakken van het prisma, zoo- 
dat ook AB en CD geliĳĳke 
hoeken met die normalen in- 
sluiten. Brengt men nu AB 
door een draaiing in den stand 
AP, dan zal de hoek 7 toe- 
nemen met een zeker bedrag, 
en 7/ afnemen met hetzelfde 
bedrag; de hoek van den uit- 
tredenden straal C’D’ met CD 
zal, volgens het voorgaande 
kleiner zijn, dan de hoek van A’B met AB. 

Bijgevolg is de hoek van A’B met CD grooter dan die 
van AB met CD. 

Dus: als de invallende straal grooter hoek maakt met 
de normaal dan AB, dan neemt de deviatie toe. Laat men 
een straal terugloopen, volgens D'C'B'A’, dan ziet men, 
dat de deviatie ook toeneemt als de invallende straal 
kleiner hoek met de normaal maakt, dan de straal, die 
symmetrisch doorloopt. 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 13 
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Een dwaling met een taat leven 


DOOR 


C. A. CIKOT Cs-Hertogenbosch)). 


Vóór + 30 jaren kwam het vrij algemeen voor, dat 
docenten en boeken de dwaling verkondigden, dat de som 
van eenzelfde oneindig voortloopende reeks met positieve 
en negatieve termen kon veranderen met de volgorde van 
de termen; dat vrij intelligente leerlingen, die toevallig 
geen boek in handen kregen waarin deze kwestie behoorlijk 
uiteen gezet werd, daarin berustten, is waarschijnlijk alleen 
toe te schrijven aan het vertrouwen, dat de toenmalige 
jonge generatie in docenten en boeken had. Wel vraagde 
men zich af „waar en waarom houdt de eigenschap op, dat 
een som onafhankelijk is van de rangschikking van de 
termen?’ maar op gezag werd het aangenomen, al kwam 
de oude twijfel ook dikwijls boven. Thans, nu het betere 
inzicht in reeksen tijd heeft gehad door te dringen, kon 
men verwachten, dat zoo’'n dwaling voor goed uit de 
wereld was. Toch leest men in een vrij veel gebruikt 
boek, geschreven in 1904 door een professor aan een tech- 
nische hoogeschool, aan wiens correctie (bedoeld wordt 
die van het boek), blijkens de voorrede, wiskundigen van 
naam hebben meegewerkt, dat de beide reeksen: 
ier bni bn enz, en dE Bam en 
als men ze maar ver genoeg voortzet, volmaakt dezelfde 
termen bevatten, maar dat hunne sommen verschillend zijn, 
omdat de rangorde in de beide reeksen verschillend is!! 
Die motiveering is natuurlijk lak, en dat ook het eerste 
gedeelte glad weg fout is blijkt vrij eenvoudig. De eerste 
reeks bevat evenveel positieve als negatieve termen, de 
tweede bevat op iedere drie termen een negatieve en twee 
positieve; bevatten nu beide reeksen ieder 6 termen, 
dan heeft de eerste 8 positieve en 3n negatieve, en de 
tweede 4n positieve en 2n negatieve. De eerste reeks is 
dus de tweede n negatieve termen voor, terwijl de tweede 
n positieve termen bevat, die de eerste niet heeft. Wel 
verre dus dat het verschil in termen, met het grooter 


195 


worden van %, langzamerhand verdwijnt, wordt dat hoe 
langer hoe sterker, en ’t blijkt dus, dat men eenvoudig te 
doen heeft met twee verschillende reeksen; geen wonder 
dat men een verschil in hun sommen constateert. 

Nog sterker komt het verschil in de beide volgende 
reeksen uit: 


1 1 1 1 1 
EVEN VER AEER EAVAE ede 
1 1 1 É 1 
eve vr ie Se 


De eerste reeks convergeert, de tweede heeft met de 
eerste een verschil dat tegelijk met het aantal termen 
oneindig groot wordt! Hier heeft dus ééne verandering 
van volgorde een oneindig groot aantal veranderingen in 
de som tengevolge, altijd volgens de gewraakte verklaring. 

In verband met deze kwestie nog het volgende. 

1. Bertrand geeft, in de noten, die hij toegevoegd heeft 
aan de „Eléments du Calcul infinitésimal” van Duhamel, 
aan dat Wallis de volgende eigenschap gevonden heeft: 


waaruit volgt: 
7 


log. 1 log. 2 + log. 4 + log. # + log. $ + enz, of: 


log. 7 — log. 2 — log. 3 + log. 4 — log. 8 + log. 4 — 
log. 5 + log 6 —log.5 enz. 


Nu moeten de termen dezer reeks, krachtens haar oor- 
sprong, in een even aantal genomen worden; als men de 
reeks staakte na een term van oneven rang, zou men een 
vorm krijgen die met log. 7 
schil had. 

2. Riemann heeft in 1884 bewezen, dat, als men twee 
divergente reeksen heeft, beide uit positieve termen be- 
staande die nul tot limiet hebben, men een derde reeks 
kan vormen uit termen van de eerste reeks en uit die van 
de tweede reeks, maar deze met het negatieve teeken, 
zóó dat die derde reeks tot een willekeurig aangenomen 


hoe langer hoe grooter ver- 
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limiet convergeert; noodig is het hierbij dat de termen 
uit iedere reeks in hun volgorde genomen moeten worden. 

Hoewel dit artikel voor ingewijden weinig nieuws zal 
bevatten, kwam het den schrijver toch gewenscht voor op 
deze kwestie nog eens de aandacht te vestigen. De ge- 
wraakte fout komt trouwens in nog andere boeken dan 
het bedoelde voor, en maar zelden wordt uitdrukkelijk 
gezegd, dat de beschouwde reeksen verschillende reeksen zijn. 


Een paar onjuistheden in sommige 
Mechaniea-leerboeken 


DOOR 


GC. A. CIKOT Cs-Hertogenbosch). 


Ofschoon onze hoofdredacteur reeds in den eersten jaar- 
gaug, bladz. 83, gewaarschuwd heeft tegen de fout die 
men in de Mechanica vaak maakt bij het elementair” 
bepalen van het zwaartepunt voor het zijdel. opp. van 
een scheef driezijdig prisma, wordt deze fout nog maar 
steeds door den druk gepropageerd. Om toch vooral geen 
differentiaal- en integraalrekening te gebruiken, gaat men 
het zijdelingsch oppervlak door vlakken evenwijdig aan 
het grondvlak in banden verdeelen, die men dan oneindig 
smal laat worden, waardoor ze (en hier wordt het al be- 
denkelijk) tot driehoeken naderen; en dan komt de groote 
fout met het uitspreken van het volgende: het zwaarte- 
punt ligt dus op de lijn die de zwaartepunten van omtrek 
in grond- en bovenvlak verbindt; men vergeet hierbij 
dat de zijden van die driehoeken zich niet verhouden als 
de bijbehoorende zijvlakken; men kan bewijzen dat dit, 
en ook de vorige eigenschap, alleen doorgaat bij een recht 
prisma. Zelfs de ligging van het zwaartepunt in het mid- 
denvlak wordt soms verkeerd gemotiveerd door de ovmer- 
king, dat dit een vlak van symetrie zou zijn (van scheeve 
symetrie wordt niet gesproken), in plaats van door de 
opmerking dat dit vlak de zwaartepunten van al de 
zijvlakken bevat. 
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't Aardigste van het geval is, dat men zonder infinitesi- 
maalrekening de plaats van het zwaartepunt, ook voor een 
veelzijdig prisma, bepalen kan. Immers, in de middens van 
de zijden der middendoorsnede werken evenwijdige krachten 
die zich verhouden als de overeenkomstige zijden van de 
loodrechte doorsnede. Als men nu de middendoorsnede 
evenwijdig aan de opstaande ribben projecteert, krijgt men 
tot projectie een veelhoek (een loodrechte doorsnede), 
wiens zijden in het midden belast zijn met gewichten 
evenredig met die zijden; het zwaartepunt ligt dus in het 
zwaartepunt van den omtrek der loodrechte doorsnede en 
hieruit volgt dat het gezochte zwaartepunt ligt op de lijn, 
die de meetkundige plaats is van de omtrekszwaartepunten 
in loodrechte doorsneden; de snijding van die lijn met het 
middenvlak geeft het gezochte punt. 

De gewraakte redeneering wordt ook toegepast op de be- 
paling van het zwaartepunt voor het zijdelingsch opper- 
vlak van een driezijdige pyramide; zoo mogelijk is de 
uitkomst nog foutiever. Daar ook hier een werkelijk- 
elementaire afleiding tot het doel voert, is de pseudo- 
elementaire afleiding die, tot verkeerd resultaat leidt, dubbel 
af te keuren. — Men begint met te bewijzen dat het ge- 
gezochte zwaartepunt moet liggen in het vlak dat de 
zwaartepunten van de opstaande zijvlakken bevat; dan 
bewijst men dat het zwaartepunt van het totaal oppervlak 
samenvalt met het middelpunt van den bol beschreven in 
het tetraëder dat de zwaartepuntszijvlakken van het eerste 
tot hoekpunten heeft; merkt men nu verder op, dat het 
zijdelingsch oppervlak gelijk is aan het totale verminderd 
met dat van het grondvlak, dan blijkt dat het gezochte 
punt ook ligt op de lijn die bovenbedoeld middelpunt ver- 
bindt met het zwaartepunt van het grondvlak; men kan 
die lijn ook bepalen door op te merken, dat ze evenwijdig 
is met de lijn die in den top-drievlakkenhoek de snijlijn 
is van de bissectrice-vlakken voor de hoeken. 

De plaatsbepaling van het zwaartepunt voor een bol- 
sector geschiedt ook veelal op bedenkelijke wijze. Terwijl 
men bijv. bij de bepaling van den inhoud bij een kegel 
scherp zegt dat men van-een regelmatige ingeschreven 
pyramide uitgaat, en daarvan het aantal zijvlakken ver- 
dubbelt, geschiedt èn de verdeeling èn de grensovergang 
voor het zwaartepunt van den bolsector zóó slap en zóó 
vaag, dat men er bijna geen vat op kan krijgen; intusschen 
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is die slapheid en vaagheid een fout op zichzelve (men 
ziet hieruit en uit bovenstaande voorbeelden, hoeveel er in 
de praktijk terecht komt van de bewering, dat men, bij 
vermijding van methodisch differentieöeren en integreeren, 
in ieder afzonderlijk geval scherp moet nagaan, hoe tot 
de grens overgegaan wordt). De meeste bewijzen maken 
den indruk, dat de schrijver, zonder dat hij het uitdruk- 
kelijk zegt, meent dat men het boloppervlak kan over- 
dekken met een net van congruente en regelmatige, maar 
overigens willekeurige, veelhoeken. 

Door een eenvoudige integratie vindt men het zwaarte: 
punt van een bolsegment; dat van den sector kan dan 
daarna hieruit bepaald worden. 


NECROLOGIE 


DOOR 


D*. N. QUINT 
(den Haag). 


AMÉDÉE MANNHEIM (1851—1906). Frankrijk verloor op het 
einde van het vorige jaar een eerste-rangs wiskundige in 
Kolonel Mannheim, een voorganger op het gebied der 
kinematische meetkunde. Vóór hem was wel reeds de 
beweging van een vlakke figuur bestudeerd; Mannheim 
breidde deze beschouwingen uit op de ruimte. 

Zijn verhandelingen verschenen voor een belangrijk deel 
in het Journal de l'Ecole Polytechnique; bijzonder geprezen 
wordt vooral het artikel: Sur les longueurs comparées 
d'arcs de courbes différentes (Cahier XL). Later verwerkte 
hij zijne ontdekkingen in zijne „Principes et Developpements.” 


EDwARD JOHN Rouru (1831—1907), een bekend man op 
het gebied der theorische mechanica, overleed 7 Juni j.l. 
Onder zijne vele geschriften moet vooral genoemd worden 
de „Treatise on the Dynamics of a System of Rigid Bodies”, 
in zijn soort een encyclopedie met een zeer rijke verza- 
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meling vraagstukken, een sieraad, dat velen dergelijke 
werken maar al te dikwijls ontbreekt. 

Voor het vasteland werd dit boek door Klein „ontdekt”, 
zegt een medewerker van Nature. Nu zoo erg was het 
niet. Aan de Amsterdamsche Hoogeschool b.v. werd het 
in den studietijd van schrijver dezes sterk als handboek 
aanbevolen. 


Uit buitenlandsche tijdschriften. 


Je Vermenigvuldiging bj de Romeinen. 


Op welke wijze de Romeinen vermenigvuldigden toont 
het volgende voorbeeld, dat wel in staat is om den voor- 
uitgang te toonen, die het cijferen heeft gemaakt. 

Moet men hebben 144 X 80 of CXXXXIV X XXX, dan 
nam men: 


CX X=M 
CCX=M 
CX X=M 


REN A X ANA == MCG 
XXX XXX XXX XXX =CHX 
totaal — MMMMCCCXX 


Q. Plakhowo, Intermêédiatre, 1906. Question 2612. 


2. Ken doos bevat 160 sigaretten regelmatig gepakt in 8 
ren van 20 (fig. 1). Hoeveel gaan er meer in de doos als 
telkens een ry van 19 op een rj van 20 volgt (fig. 2)? 


Fig. 1. Fig. 2. 


Zij a de straal eener sigaret, dan zal de diepte der doos 
16 a wezen. Op de tweede wijze ingepakt, wordt de ver- 
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tikale afstand tusschen twee rijen a W/8; zijn er nu n +1 
rijen, dan moet: 


Zadna}8<16a of n<Z8,08 wezen. 


Er komen dus 5 rijen van 20 en 4 van 19 sigaretten 
of 16 stuks meer. 


Q. Genese, Repr. kduc. Times. Vol. X, 1906. Question 15908. 
8. Algebraïsche betrekking. 


Als B =0 is, dan is 


b 
DEN el abe | 
bu TB O-deadad)' © 
5 a 2 (be + Cd + aL) Nene 
ON WE OEP TEE 
ANNE ee ks EN OE nr 
(bc) Tonen an Enge ded 


waaruit (1) onmiddellijk volgt. 

Ee Er Linked: I= bb TR 
bb (b— 0) (e— 0)? (a—b)2 
dus 


a? 
DET 
(be (Lb H- C—A)? + (C— A)? (C H d—b)? + (ad —b)? (aJb—e)? 
On DE 
De teller der laatste breuk is homogeen en van den 


vijfden graad, welke nul wordt voor b==c enz.; hij is dus 
van den vorm 


(b — €) (Cc — a) (d — b) {M (at H- D2 H- C2) + _N (be + ca + 45), 
waarin M en N getallen voorstellen, 
Vergelijking der coëfficiënten van bfc en böc? leert 
M=—1i en N=2, 
waarmede (2) bewezen is. 
Q. Beard. Repr. Educ. Times. Vol. X. 1906. Question 15885. 


4, Eigenschappen van een bijzonderen driehoek. 


Als in A ABC B=2C is, dan bestaan de volgende 
betrekkingen. 


1) ac = bi — ?, 
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Noemen we de punten, waar de deellijnen der hoeken 
den omgeschreven cirkel snijden A’ enz. en I, I, enz. de 
middelpunten der in- en aangeschreven cirkels, dan is 
2) BA=BC=BI=c, BI=b—ce, Ily=2c. 

5) De afstand van het zwaartepunt tot de hoogtelijn uit 

À neergelaten is —=}c. 

4) De afstand van B tot de deellijn van Ais = + OL 


G: Longchamps. Mathesis 1906, “Note 14, 
5. In bygaande figwwr zullen de Gauss-lijnen der vier: 
hoeken ABCD, EDOC en FBOC door éen punt gaan. 


Daar de lijn van Gauss de lijn is, die bij een volledige 
vierzijde door de middens der diagonalen gaat, zoo ver- 


eenigen dus de drie bedoelde lijnen de middens van AC en 
BD, van AB en CD, van AD en DO. Maar deze lijnen gaan 
allen door het zwaartepunt der vier punten A, B, C en D. 


Q. Nesbitt. Repr. Educ. Times. Vol. X. 1906, Question 15921. 


6. ABCD zij een omgeschreven vierhoek. Als M het middel- 
punt des cirkels is, dan hebben de hoeken AMC en BMD 
dezelfde deellijnen. 


Men weet, dat als de lijnen c en d antiparallel loopen 
met de lijnen a en b, de deellijnen der hoeken tusschen a 
en b en der hoeken tusschen c en d evenwijdig loopen. 

Verbindt men nu de raakpunten, dan staan de zijden 
van den ingeschreven vierhoek loodrecht op MA, MB, MCG, 
MD, en volgt verder uit koordenvierhoeken, dat de hoek 
tusschen MA en MB gelijk zal wezen aan den hoek tus- 
schen MD en MC. Daar dus de lijnen MC en MD anti- 
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parallel zijn met de lijnen MA en MB, volgt daaruit de 
stelling onmiddellijk. 
Q. Martin. bull. der Sc. math. et phys, 1906. Question 1809. 


7. Uit een punt S op de raaklijn in A aan een cirkel M 
trekt men een lijn, die den cirkel in B en C snijdt. De lijnen 
AB, AC en de lijnen door S evenwijdig aan deze rechten ge- 
trokken vormen een parallelogram ADSE. De diagonaal DE 
staat loodrecht op MS. | 

Daar DS2—DB XDA en ES?= EA X EC is DE te be- 
schouwen als de machtlijn van cirkel M en het punt S, 
waaruit de stelling volgt. 

Q. Canon. Bull, d. Sc. Math. et Phys. No. 1669. 1906, 


8. De werdeeling der zwaartelijn van een driehoek door 
het zwaartepunt. 


Het kan niet anders of waar zoovelen zich met een 
zelfde onderwerp bezighouden, worden telkens bewijzen 
ontdekt, die reeds door an- 
deren gevonden zijn. Dit geldt 
in hooge mate voor de school- 
wiskunde. 


Janisch deelt in Zeitsch. 

für math. und naturw. Unter- 

EN richt 1905 blz. 526 een bewijs 
p B mede, dat naar zijne erva- 


ë Ô ring bij het onderwijs goede 
diensten bewijzen kan. Zijn D en E de middens van AB 
en CB. Trek EF//CD, dan is DEF S4DB SDS 
Cl Er 

Volkomen hetzelfde bewijs is echter al eerder meegedeeld 
en wel door Sharpe, Repr. Educ. Times. LXXII, 1900, 
blz. 41. 

Q. 


C, 


9. Alles schon dagewesen. 


Mathematische outsiders hebben steeds een bijzondere 
belangstelling getoond voor de waarheid dat: 


Le carré de lhypothenuse 

Est égal, si je ne m’abuse, 

A la somme des deux carrés 
Faits sur les deux autres côtés. 
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Onwillekeurig denken wij aan Multatuli, die (Ideeën, 
II, 529) volkomen ter goeder trouw meende de wetenschap 
met een nieuw bewijs verrijkt te hebben. Maar al was 
het zijn autoriteit Hoffman-Strootman niet bekend, 
het bewijs had al een geschiedenis van eeuwen achter 
zich. Bij de Hindoes was het sinds Bhascara (12de eeuw) 
het gebruikelijke bewijs. d’Alembert deelde het in 1760 
in zijne Amusements de Géométrie mede. En in 1882 reisde 
het weder de wereld rond, omdat de Amerikanen meenden, 
dat hun toen juist vermoorden president Garfield de 
eer der ontdekking toekwam. 

Het November-nummer van het Zeitschrift fr math. und 
naturw. Unterricht toont, dat de geschiedenis zich herhaalt. 

Stilling, hoogleeraar in de oogheelkunde te Straats- 
burg, gaf daar onderstaande figuur, die — het moet erkend 
worden — onmiddellijk de stelling laat zien. Maar al 
komen nu ook zijne ambtgenooten, Reyhe, van de Geo- 
metrie der Lage, en Simon, van 
die Entwickelung der HElementur- 
geometrie im ALX Jahrhundert, 
verklaren, dat h.i. het bewijs nieuw 
was, die uitspraak kan niet aanvaard 
worden. Het wordt aangetroffen 
in Hauff’s Lehrbuch der reinen 
Mathematik 18038 en vindt in de 
bekendste boekjes over de stelling 
van Pythagoras vermelding b.v. 
in Hoffman, De 47ste Propositie | 
van Huclides bl, 38; Wipper, 64 Beweise des P'schen 
Lehrsatzes bl. 22; Rupert, Famous geometrical Theorems, 
atb bl 21. 

Bedenkt men dit, dan is er reden te meesmuilen over 
de woorden, waarmede Stilling het gezag van Simon 
optooide: „der sich speziell mit dem Gegenstande beschäf- 
tigt hat!” 

Wie bewijzen hebben wil voor de juistheid der woorden 
van Goethe: 


„Wer kann was Dummes, wer was Kluges denken 
Was nicht die Vorwelt schon gedacht ?” 


kan in de geschiedenis der vermaarde 47ste Propositie zijne 
gading vinden. 
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10. De bollen van Matfatti in een regelmatig viervlak. 


Onder de vier bollen van Malfatti van een viervlak 
worden de bollen verstaan, die elkander en drie zijvlakken 
raken, 

Is het viervlak regelmatig, dan is de straal p van zulk 
een bol eemvoudig te vinden. Daar dan de middelpunten 
dier bollen op de hoogtelijnen liegen heeft men als a de 
ribbe en 7 de straal van den ingeschreven bol voorstelt, 
de evenredigheid: 


ar d 
2ota=(r—e) rr, of rar 10 
HE Neuberg. Mathesis 1906, Note 17. 


11. Twee vraagstukken over omwentelingslichamen. 


a. Een trapezium door een rechte evenwijdig met de 
evenwijdige zijden in twee trapezia te verdeelen, zoodanig 
dat deze bij wenteling om de deellijn lichamen beschrijven 
met gelijke oppervlakten. 

Zijn a en b de evenwijdige, p en q de opstaande zijden; 
de deellijn hebbe tot a en b afstanden # en y. Zoo nu 
xy =h gesteld wordt heeft men: 

2ahxtptyp=2bhy (eddy 
of Lo bh rotdy 204 
y SahtPt)e ZatpPtd 


b. Staat de deellijn loodrecht op de evenwijdige zijden 
en wordt door haar de lijn, die de middens van p en q 
verbindt, verdeeld in stukken & en y, dan moet: 

PAPE ED == HIydt, of 
Anne Aant Mand S 

De verkregen uitkomsten voeren tot eenvoudige con- 
structies. 

Q. Neuberg. Mathesis, 1906. Question 1550. 


12. Migenschap van een viervlak. 


Zij ARCD het viervlak met A’ als zwaartepunt van 
BCD enz. 

De meetkundige plaats van een punt P waarvoor AP? + 
BP? + CP? een waarde K heeft is dan een bol met D’ als 
middelpunt. 

Zij nu ook nog BP? + CP2 + DP2=K, dan is AP=DP 
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en zal dus de doorsnede der twee bollen in het vlak ge- 
legen zijn, dat AD loodrecht middendoor deelt. 


Q. Hernandez. Mathesis 1906, Note 19. 


bre Hoek van Bbroeard: 


Als nieuwe betrekkingen, waaraan de hoek van Bro- 
card w moet voldoen, vond Gelin: 


cot? w = cot? A + cot? B + cot* C + 3 cosec A cosec B cosec C, 
en 

sz sin (2 A+) =3sinx J-4sin Asin Bsin Ccosec w sin (w — 2). 
Q. Gelin. Mathesis 1906. Supplement. 


14. De deellijnen der hoeken van A ABC ontmoeten den 
omgeschreven cirkel in Aj, Bj, C,. Tusschen de zijden der 
AA ABC en A,B,C, bestaat de betrekking 


a? b;? ee re b? de C° an c2 a” b° J Q 0) C Uy b, C1 me Ora b? C°. 


Daar a = 2a cos A; enz. zoo is de stelling identiek met 
de bekende goniometrische formule: 


COS? A, + cos? B, + cos? C, + 2 cos A; cos B, cos CQ; = 1. 
Q. Barisien. Mathesis, 1906. Question d'evamen 1276. 


15. Op de zijden van A ABC worden rechthaeken BCDE, 
CAFG, ABHK geconstrueerd. De driehoeken EGK en DFH 
hebben hetzelfde zwaartepunt ; voor een willekeurig punt M 
bestaat de betrekking ME? + MG? + MK? == MD? + MF? + MER, 
terwijl EG? + GK? + KE? =DE? + FH? HD? wezen zal. 


Zijn P, Q, R de zwaartepunten der rechthoeken. Worden 
nu in deze punten gelijke gewichten geplaatst, dan kunnen 
deze verdeeld worden, hetzij over de punten A, B, C en 
Whe t. betzij over de punten A, B, C en B, K, G. 
Hieruit volgt, dat het zwaartepunt van A PQR gelegen is 
zoowel halfweg de zwaartepunten der AA ABC en DFH 
als halfweg de zwaartepunten der AA ABC en EGK: 
m.a.w. dat de zwaartepunten der AA EGK en DFH 
samenvallen. _ 

erder is: ; 

ME? — MD? = MB? — MC? 
MG2— MF? = MC? — MA? 
MK2— MH? == MA? — MB? 
ME? + MG? + MK? =MD? MF? ME? CP 
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Wordt nu voor M het gemeenschappelijk zwaartepunt 
der AA EGK en DFH genomen, dan voert een bekende 


=p 
B 


mn jn an 


1 
! 
t 
! 
I 
I 
J 


Bo --eeeneeeeD 


betrekking tusschen de zijden en zwaartelijnen van een 
driehoek onmiddelijk tot de laatste betrekking. 

Uit het bewijs der eerste eigenschap volgt nog, dat 
deze ook moet doorgaan zoo de rechthoeken door wille- 
keurige parallelogrammen vervangen worden. 


Q. Neuberg. Educ. Times, 1906. Question 15890. 


16. Neue elementare Ableitung der Formeln zur Bestim- 
mung der Haupt- und Brennpunkte einer Linse. 


Onder dezen titel geeft Prof, C. Frenzel in het Z. f. 
Math. u. Naturwissenschaftl. Unterricht, 37 Jahrgang, 
Heft 2 (Mei 1906) een afleiding van de lenzenformule met 
inachtneming van de dikte. Daarbij wordt, evenals bij de 
theorie, die men gewoonlijk in leerboeken aantreft, onder- 
steld, dat de invallende stralen weinig afwijken van de 
hoofdas. 

In fig. 1 zijn M‚ en M, middelpunten der grensvlakken, 
M, N; = 7. Mo No = 75, Ny No =d. 

Een straal “AB // MM breekt bij B in de richting BD, 
en daarna bij C in de richting CF. 

—… SIN z DB 

In A BDM, is sne DM % veen 
sina __ FM» 
Sie Gn 


in A F,CM, is 
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…_ sina DC 

in A DCM, is ED 

Uit de beide laatste vergelijkingen volgt: 
sin u en. FM, DO 


eet pe t 


sing’ DM, F,C 


DC 
Vervangt men BD door DN,, en FC FN 


DN, 
gaan (1) en (2) over in DET Re DM, X E‚Ns 


AB en F,C snijden elkander in G,; G,H, is … M‚Ms; 
DN; zij =d, DNg==da, HF, =f en HiNg = hj. 
De verg. (3) worden dan 
d, nm z 


den CS dtm fh 
waaruit : 
nn ___Ar(f— hi) 
We en en (fl) 


Daar d, — dj, =d is, heeft men 
And nrg (f — hi) 
n—l Py— ON 


a 


of 
nr _—(n—i)d 


== en een be Ne 9 
f=h ry=n (rn — 1D (nr +79) — (nn — 1d . (H). 
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Uit de figuur volgt: 


Br 
DF, ECD 
d— hj d Pe 
of EEE of (d + dj) hj =d f, 
of dihjeedf oort 
Daardoor vindt men 
d d(n — Il) 
8 ‚== En ‚ of f—h,=fi1 ze 


waardoor (4) wordt: 


Ee n(Nn— 1) (74 H- 79) — (Nn — 1)? d, 


nr, Ps 


Ein nm 
als m=r, +7ry—d=den afstand van M, en Ma. 
Bovendien is 

Nd Jan el) On Jahr 

ha nr ee 
f en h‚ zijn onafhankelijk van den afstand der invallende 
stralen van de hoofdas. F, is het eerste brandpunt, H; 
het eerste hoofdpunt. Het vlak G,H; kan gebruikt worden 
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om dadelijk de richting van een gebroken straal aan te 
geven; immers als AB evenwijdig aan de hoofdas invalt, 
heeft men slechts AB te verlengen tot aan dat vlak, en 
het snijpunt met HF, te verbinden. Daarom heet het vlak 
hoofdvlak. Door een straal evenwijdig aan de hoofdas te 
doen invallen van de rechterzijde vindt men (fig. 2) het 
2e brandpunt F,, en het 2e hoofdvlak in het 2e hoofdpunt 
op afstand 2 van N, zoodanig dat 


ens Pd 
emd 
en f dezelfde waarde heeft als boven, alzoo 
FH, == FH. 
A 9 fs 
4 
4, a a 
ERE A 
B À Â Hi, Hi, 4 
th a 
q 5 b A 
Hie. 8. 
De afstand van H‚ en Hs is 
(n —l)md 
h =d — (ly — ho), of h EEn de 


Is #{ =rg, en n=}, dan is 


| d 
mashell) 
zoodat de drie afstanden ongeveer gelijk zijn. Steeds zijn 
h, en hy omgekeerd evenredig met 7, en 73. 

Met behulp van de hoofdvlakken is in fig. 8 een beeld 
A'B' geteekend van het voorwerp AB. 

Behalve de stralen AG, //BB' en AG} door het brand- 
punt F,, kan nog een bijzondere straal getrokken worden, 
nl. AH, 

Is AB=a, AB =a’, AE,=g, AÉ=b, dan is 


Wiskundig Tijdschrift, 3e Jaargang 14 
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1E ERO OTN SONAR 
de en vn RR 
waaruit b:a = 
Trekt men A dan moet AH, evenwijdig met H‚ A’ zijn. 
Door optellen van de verg. (6) vindt men 


Bi Aers EEN) 
1 onee mt 


Dit is de bekende betrekking, die dus blijkbaar ook 
geldt als men de lensdikte niet verwaarloost, mits men g 
en b van af de hoofdvlakken rekent. In het voorgaande 
is geen gebruik gemaakt van het „optisch middelpunt.” 
Wilde men daarvan gebruik maken, dan zou men langs 
anderen weg de uitdrukkingen voor Jo en h terugvinden. 

TE 


17. Het Aprilnommer van Mathesis bevat een „Esquisse 
de l’histoire des mathématiqgues en Belgique” door Paul 
Mansion, ontleend aan de Revue des Questions Scienti- 
fiques, Jan. 1907, t. LXI, bladz. 270—285, waarin een be 
knopt overzicht gegeven wordt van vroegere en tegen- 
woordige wiskundigen. 

Opgemerkt wordt, dat de overheersching van België 
door anderen, beslist ongunstig heeft gewerkt op de be- 
oefening der exacte wetenschappen. 


Boekbespreking. 


M. Stuyvaert. Les Nombres Positifs. Exposé des theories 
modernes de Varithmetigue Elémentaire (Gand, E. v. Goethem). 

De bedoeling van het boek is, de rekenkunde metho- 
disch te behandelen volgens de nieuwere opvattingen, en 
daardoor een goede aansluiting te verkrijgen met de Ana- 
lyse. Schr. beschouwt zijn boek als een voorloopig, ten 
behoeve van leeraren, en van leerlingen boven het gewone 
peil, terwijl het later kan worden uitgebreid tot een leer- 
boek. Daar het zeer duidelijk geschreven is, zal het bij 
onze zuidelijke naburen zeker zijn weg wel vinden, en 
waarschijnlijk eenzelfde rol vervullen als in ons land het 
(meer uitgebreid) werk van Gravelaar. 
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Kortheidshalve begint de schrijver met aan te nemen, 
dat a J-b=b a, zonder bewijs; 

bespreekt de kenmerken van deelbaarheid voor enkele 
algemeene gevallen; 

volgt bij de breuken de Encyclopedie, waarbij de tien- 
deelige breuken als bijzondere gevallen beschouwd worden; 

voert bij de theorie der onmeetbare getallen het begrip 
coupure in; spreekt bij de benaderende waarden alleen 
over de absolute fout (en niet over de relatieve); 

en besluit met een hoofdstuk „la Mesure des Grandeurs” 
(tijd, ruimte, gewicht, enz.) F. J. Vars. 


Gaston Tarry. Tablettes des Cotes relatives à la base 
20580 des facteurs premiers d'un nombre inferieur à N, et 
non divisible par 2, 8, 5 ou 7. Première partie. N= 81/2= 
100489, Paris, Gauthier- Villars, 1906. 1,25 frs. 

Deze tabel is een vernuftig bedacht hulpmiddel voor het 
ontbinden in factoren. Ze bestaat uit een vast gedeelte 
en uit een aantal losse strooken, die echter — voor het 
gemak van het gebruik 6 aan 6 verbonden zijn tot een 
rooster. 

Om een getal N (niet deelbaar door 2, 3, 5 of 7) te ont- 
binden, deelt men het door 20580; is de rest. grooter dan 
de helft van 20580, dan neemt men het quotiënt 1 meer, 
waardoor de rest negatief wordt. Dus is 

N == 20580 m + 7, 

Men deelt nu ” door 210, zoodat 

N= 20580 m + (210 gq + 7). 

De mogelijke waarden van 7 staan als hoofd boven de 
kolommen der vaste tabel, die van q boven de kolommen 
van het rooster. 

Men legt de kolom q naast de kolom 7 en vindt door 
vergelijken van de getallen, die nu naast elkander staan, 
spoedig een of meer factoren van N. 

Er moet nl. worden nagegaan of die getallen een bepaalde 
som of een bepaald verschil hebben, wat uit het hoofd 
kan geschieden. 

Schr. is voornemens de tabel, die nu slechts tot 100489 
loopt, voort te zetten tot 12 millioen, wanneer het blijkt 
dat zijn arbeid op prijs wordt gesteld. eN En 


Jean Mascart. La découwerte de lVanneaw de Saturne par 
Huyghens. Paris, Gauthier- Villars, 1907, 2 AS. 
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Schrijver geeft reproducties van de oorspronkelijke af- 
beeldingen van Saturnus door verschillende astronomen 
met uittreksels uit brieven, betrekking hebbende op die 


planeet. 
Het boekje (een afdruk uit Revue du Mois) is populair 
geschreven. FE: Je VARS 


J. Riollot. Les Carrés Magiques. Contribution à leur 
etude. Paris, Gauthier-Villars, 1907. 5 frs. 

Schrijver maakt geen vermelding van de hypothese, dat 
de toovervierkanten hun ontstaan zouden te danken hebben 
aan een evenwichtsvraagstuk: wanneer men nl. in een 
vierkante doos, welke 9 vakjes bevat, schijfjes (waarmede 
vroeger gerekend werd) legt, zoodanig verdeeld, dat de 
aantallen een toovervierkant vormen, is de doos, in het 
midden ondersteund, in evenwicht. 

Het is dan ook niet een geschiedenis der figuren, welke 
de Schr. geeft, doch een uitgebreide bespreking van de 
opbouw ervan. Het onderwerp bezit, evenals andere onder- 
deelen der rekenkunde, een groote aantrekkingskracht, 
zoodat wie zich eenigermate er mede bezig houdt, zich 
moeielijk er van kan losmaken; dien invloed zou men ook 
magisch kunnen noemen. 

Schr. begint met een classificatie van toovervierkanten, 
diabolische, half-diabolische, en vierkanten met comple- 
mentaire magie. 

Dan volgen: de eigenschappen, de bewerkingen, die men 
kan uitvoeren, en de vormveranderingen, welke sommige 
vormen kunnen ondergaan; 

meetkundige eigenschappen: draaiing, symmetrie, ver- 
wisseling van overstaande gedeelten; 

bijzondere vierkanten; 

terwijl het laatste gedeelte van het boek verschillende 
methoden behandelt. 

Voor liefhebbers van het onderwerp is het een aantrek- 
kelijk werk, dat aan kan sporen tot verdere onderzoekingen. 

Fr Joe v 


C. C. Jager. Worteltrekking. Rekenkundige verklaring der 
vierkants-, kubiek-, en hoogeremachtsworteltrekking. (Uitgave 
van C. C. Jager, Nújmegen). 

De schrijver behandelt in een 15tal bladzijden de wortel- 
trekking met behulp van rekenkundige reeksen van hoogere 
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orde. Hij geeft voorbeelden van 2e, Se en 5e machtswor- 
teltrekking. De 2e m.w.tr. verkrijgt de gewone gedaante, 
de 3e en 5e m.w.tr. hebben een geheel anderen vorm dan 
de tot nu toe bekende. His FAES: 


Dr. H. Onnen. De Wiskundige theorie van den geldhandel. 
's Gravenhage, Gebr. Belinfante, 1906. 

Zooals de schrijver aangeeft, is de lagere wiskunde vol- 
doende om de in dit werk opgegeven vraagstukken op te 
lossen. De bekende formule a; = a, (1 + if vormt hierbij 
den grondslag, terwijl a; soms — bij de loterij o.a. — uit 
verschillende termen kan bestaan, elk vermenigvuldigd met 
de erbij behoorende kans. In een volgend hoofdstuk worden 
voornl. „enkelvoudige betalingen in eens” besproken (spaar- 
bank, beleening en prolongatie), terwijl de methode Toyer, 
aangevuld door Cauchy, door eene figuur verduidelijkt 
wordt. Deze methode dient om de gezamenlijke rente te 
berekenen over verschillende tijden van vele kapitalen 
tegelijk, 

Hoofdstuk III behandelt de betaling in termijnen, hetzij 
de renten constant zijn, hetzij veranderlijk. De meeste 
plaats beslaan in hoofdstuk IV de obligatie-leeningen, 
welke in drie typen verdeeld worden; tot de le behooren 
de gewone leeningen, tot het 2e de gewone en de premie- 
leeningen, tot de, 3e de loterijleeningen. 

Het komt mij een paedagogisch bezwaar voor, dat van 
een gewichtige formule, die hierbij gebruikt wordt, niet 
aangegeven. is, dat deze onmiddellijk en zeer eenvoudig 
afgeleid kan worden. 

Wat is nl. de reöele waarde eener af te lossen obligatie- 
leening, waarbij eene obligatie de reëele waarde a, heeft, 
en ’t aantal obligaties /, is. De volgende redeneering is, 
dunkt me, zeer begrijpelijk. Over een jaar moet er aan 
rente betaald worden al, en aan aflossing A d,, wanneer 
A de nominale waarde eener obligatie voorstelt, en d, het 
aantal afgeloste chbligatiën. Deze som is nu waard v(al, +Ad;), 
en zoo verder redeneerende, vinden wij, dat a, bl = 
v (al, + Ady) Hv? (als + A ds) enz. 

Ook is het voor een beginner niet zonder bezwaar, dat 
sommige bepalingen niet met de gangbare overeenkomen, 
zoodat eene voorafgaande studie van andere werken over 
economie en geldhandel noodig is, om een goed begrip te 
krijgen van de technische termen van den geldhandel Verder 
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worden besproken vruchtgebruik, blooten eigendom, levens- 
duur der obligatiën en conversie; terwijl voor het oplossen 
der talrijke vraagstukken, die van antwoorden voorzien 
zijn, nog tafels zijn aangebracht. Wie het geheel heeft 
doorgewerkt, zal zeker zijn kennis van den geldhandel hebben 
verdiept, zoodat het boek hiervoor alle aanbeveling verdient. 
En Dr. v… dj RER 


J. Versluys. Inleiding tot de nieuwere meetkunde van 
het platte vlak. Amsterdam, A. Versluys, 1907. f 1.50. 

Vanzelf komt men er toe dit boek te leggen naast „De 
beginselen der nieuwere meetkunde” van denzelfden 
schrijver, in 1879 in derden druk verschenen. Bij verge- 
lijking blijkt echter onmiddellijk dat er verschil is, en dat 
het nu verschenen boek niet eenvoudig een uitbreiding is 
van het vorige, doch als geheel nieuw bewerkt moet 
worden beschouwd. 

Er zijn niet veel werken over de nieuwere meetkunde 
in onze taal verschenen. Misschien vindt dit zijn oorzaak 
daarin, dat reeds verschillende hoofdstukken behandeld 
worden in den gewonen cursus over meetkunde. Het is 
zeer goed mogelijk, dat het boek er toe zal medewerken, 
dat ook andere hoofdstukken worden overgebracht naar 
de gewone meetkunde; de „inversie is in het tijdperk 
van overgang gekomen, 

Een aanbeveling te schrijven is overbodig. 

Het is jammer, dat eenige figuren door de groote letters, 
minder fraai zijn. F. Joe VAS 


Dr. H. 4. Naber. De ster van 1572 (Cornelis Jacobsz. 
Drebbel) (1572-1654). Met portret en afbeeldingen. Wereld- 
bibliotheek, Amsterdam. 

Door logische gevolgtrekkingen uit verschillende gegevens, 
komt de belezen schrijver tot het besluit, dat onze land- 
genoot Drebbel beschouwd moet worden als uitvinder en 
constructeur van verschillende instrumenten: een klok, 
die aan den gang werd gehouden door de veranderingen 
in den luchtdruk, een onderzeesche boot, een verbeterden 
microscoop, een bijzondere oven, terwijl hij kennis moet 
hebben gehad omtrent koudmakende mengsels, de bereiding 
van zuurstof, knalgoud, scharlakenverf, blik, enz. 

Drebbel moet dus beschouwd worden als een genie, die 
zijn tijd ver vooruit was, en dus het noodlot niet kon 
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ontgaan, tijdens zijn leven te worden miskend, en daarna 
vergeten te worden, B AES 


R. d'Adhémar., Les équations aux dérivées partielles à 
caractéristiques réelles, No. 29 der Série Scientia. Gauthier- 
IRS ld O Pane ITS, 

De schrijver behandelt twee typen vergelijkingen met 
het oog op hare toepassing in de wiskundige natuurkunde. 
Zooals de aard van Scientia het eischt, wordt slechts een 
overzicht gegeven, en de Schr. zelve beschouwt het boekje 
als inleiding tot een werk van Hadamard, dat in bewerking 
is. Het onderwerp wordt nog steeds door verschillende 
personen nader onderzocht. de, 


Vraagstukken.” 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor. 25 Dec. 1907. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonder- 
lijk vel papier te nemen). 


176. De ellipsen, welke tot middelpunt, asrichtingen en 
assen respectievelijk hebben tot middelpunt, de asrichtingen 
en de coördinaten van een willekeurig punt eener ge- 
geven ellips, hebben tot enveloppe de ruit, welke de uit- 
einden van de assen der gegeven ellips tot hoekpunten heeft. 

Delft. Weet AC EDEE 


177, De ellipsoïden welke tot middelpunt, asrichtingen 
en assen respectievelijk hebben het middelpunt, de as- 
richtingen en de coördinaten van een willekeurig punt 


1) In vraagstuk 160, bladz. 126, regel 2 v. o. voor za sec. A het 


minteeken te plaatsen. 
In vraagstuk 165, bladz. 167, staat viervlak, lees pyramide. 
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eener gegeven ellipsoïde, hebben tot enveloppe de zij- 
vlakken van het octraëder, dat de uiteinden van de assen 
der gegeven ellipsoïde tot hoekpunten heeft. 

F. Tr ARC 


178. De maximum ellipsoïde, welke kan worden voor- 


02 y2 22 / 
gesteld door pe) + 7 ie a 1, en die raakt aan het vlak 


za J 2 + ET 1, heeft tot raakpunt het zwaartepunt van 


den driehoek door de snijpunten van de assen en het vlak 
bepaald. F. T. A. CEDEE. 


179. In een zeker viervlak gaan de vier hoogtelijnen 
door één punt; wanneer nu de lijnen, welke dat punt met 
de vier hoekpunten verbinden, in richting en in grootte 
krachten voorsteilen, gaat de resultante door het middel- 
punt van den omgeschreven bol. Bewijs dit, en bepaal de 
grootte van de resultante. 

’s Hertogenbosch. C. A. Cikor. 


180. Bepaal de meetkundige plaats van de toppen der 
tweedegraads-kegels, die een gegeven cirkel bevatten, en 
wier anti-paralelle cirkelsneden evenwijdig met een ge- 
geven vlak zijn. C, A. Crkor. 


181. In iederen scherphoekigen driehoek kan een ellips 
worden beschreven, die tot brandpunten heeft het middel- 
punt van den omgeschreven cirkel en het hoogtepunt; 
bereken de assen van die ellips, bewils dat ze den negen- 
punts-cirkel raakt; verder dat de voerstralen naar de 
raakpunten op de zijden elkander twee aan twee snijden 
onder hoeken gelijk aan het dubbel van die, waaronder de 
zijden den negenpunts-cirkel snijden ; bepaal ten slotte de 
verhouding van de stukken, waarin de zijden van den 
driehoek door de raakpunten verdeeld worden. 

(Als bepalende elementen van den driehoek te nemen 
de straal van den omgeschreven cirkel, en de hoeken.) 

C. A. Cikor. 


182. Gevraagd de meetkundige plaats van de hoek- 
punten van de viervlakkenhoeken, waarin de overstaande 
zijden geliĳk zijn, en wier ribben gaan door vier gegeven 
punten in één vlak, C. A. Cikor. 
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183. Als in een cirkel de afstanden van de uiteinden 
van een boog tot een middellijn zijn p, en ps, en tot een 
andere middellijn, rechthoekig op de eerste, @, en gs, 
terwijl pia en gis de afstanden van het midden van dien 
boog tot dezelfde middellijnen zijn, heeft men 


Pia nd opp — DP; PA, 93: 
Kampen. OEE BIEN Deer, 


184. Als men door p‚, p3, .... verstaat de afstanden 
van #” punten van een cirkelomtrek tot een willekeurige 
middellijn, door p„ den afstand van het zwaartepunt dier 
punten tot dezelfde middellijn, door M?de (positieve) macht 
van dat zwaartepunt ten opzichte van den cirkel, en door 
Pix de afstanden van de middens der bogen tusschen de 
eerste punten, twee aan twee gecombineerd, toù dezelfde 
middellijn, dan is 


42 pi, H2rp:=n(M? +2 p5). 
Bijzondere gevallen. Ted ORIENDeJT. 


185. Gegeven twee rechthoekige coördinatenstelsels OXYZ 
en OX,Y,Z,, die oorspronkelijk met hun gelijknamige assen 
samenvallen. Daarna wentelt OX,Y,Z, om een lijn, die 
met OX, OY en OZ de hoeken ze, 2 en y maakt, over een 
positieven hoek 6, Men vraagt te bewijzen, dat de trans- 
formatie-formules luiden: 


hr == (1 HM gl) (BA — v)Y H(2 Av H 4) Ajo 
ly (ARA F ID) H tl— AE FE) YH (EIA) A, 
e= (UvA) Ort (la, 
waarin A=—=cosatg. 40, u =cos@Btg. 40, v== cosy tg. }Ô, 
lie VE 
(Briot en Bouguet). 
Middelburg. Dravi AMD: 


186. Men vraagt een verklaring van de methode voor 
de herleiding van een gewone breuk in een decimale, mede- 
gedeeld in : Uit buitenl. tijdschriften, bladz. 158, no. 1. 

den Haag. Dr. N. QuInr. 


187. Men beschouwt alle kegelsneden, die aan vier in 
één vlak gelegen rechte lijnen raken. Aan te toonen, dat 
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er twee punten aan te wijzen zijn, vanwaar uit de raak- 
lijnen aan die kegelsneden loodrecht op eïkander staan. 
Nijvel (België). J. ROSE. 


188. Alle kegelsneden, die in een driehoek beschreven 
zijn, en die raken aan geconjugeerde stralen van een in vo- 
lutie, hebben een vierde vaste raaklijn. J. Rose. 


189. Bepaal de meetkundige plaats van alle gelijk- 
vormige kegelsneden, die door drie gegeven punten gaan. 
Discuteer de bijzondere gevallen. 

(Milltown Park, Dublin). C. v. SPAENDONCK, 


190. Uit het punt M van het ‘bissectrice-vlak van een 
tweevlakshoek laat men normalen neer op de vlakken. 
De voetpunten A en B verbindt men met twee punten 
E en F van de sniĳlijn. Toon aan, dat / FAES £ BBE. 

Gebruik dit, als elementair bewijs voor vraagstuk 383. 


bladz. 254, Zen jaargang. 
Eindhoven. VT hvo ONE 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 11, blade. 171, Men zie: „Over geliĳk- 
matige en ongelijkmatige convergentie van reeksen” door 
Dr. C. D. A. Zimmermann en Dr. H. v.d, Kamp, uitgegeven bij 
Altorffer te Middelburg; prijs 75 cts. 


Vraag 12, Wat is het grootste getal, dat men met drie 
cijfers schrijven kan? Ignotus te A. 

Antwoord. Natuurlijk 9°, een getal van 8369693100 cijfers. 

Wilde men dit getal opschrijven, dan zou men, zoo elk 
cijfer 4 mM. breed was, een strook papier noodige hebben 


van 924 kilometer. 5: 


Vraag 18. Bestaat er ook een werkje, waarin te vinden 
is, welke AA zich niet met passer en liniaal laten con- 
strueeren, hoewel er drie onafhankelijke elementen bekend 
zijn? Behoort er ook niet toe de A, gegeven door een 
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hoogtelijn, zwaartelijn en bissectrix, ieder uit een ander 
hoekpunt ? 
7 GDR 


Vraag 14. Het vraagstuk: „Zoek een getal van 5 cijfers 
met de volgende eigenschappen. Het getal gevormd door 
de cijfers der tienduizendtallen en duizendtallen is 3 maal 
het cijfer der honderdtallen en ook 2 maal dat der een- 
heden. De som van de cijfers is 26. De som van de cijfers 
der tienduizendtallen, duizendtallen en tientallen is 10 
minder dan het 9e deel van het getal, gevormd door de 
cijfers der tienduizendtallen, duizendtallen en eenheden. 
Eindelijk is de som van de cijfers der honderdtallen en 
tientallen gelijk aan dat der duizendtallen” (P. J. Bos, 
Leerboek der Algebra, 2e deel, 5e druk, bladz. 43), 

is gemakkelijk rekenkundig, en ook op eenvoudige wijze 
algebraïsch op te lossen. 

Wat is de reden, dat men bij de rekenkundige: oplos- 
sing niet van alle gegevens behoeft gebruik te maken, 
zooals bij de algebraïsche noodzakelijk is? 

he ij 


Vraag 15. 1e. Gaarne zou ik volledig worden ingelicht 
over de studie voor de akte K XII. Daar K Ien XII 
nogal eens samen gaan, is misschien een der abonnés van 
het W. T. wel in het bezit er van. 

De bedoeling is een vasten leergang, waaraan men zich 
van het begin tot het einde kan houden (dus niet een 
opgave van een reusachtig aantal werken), en daar naast 
enkele boeken, die men voor verruiming van het inzicht 
er mee moet vergelijken. 

2e. Welke werken zijn goede bronnen voor de bestu- 
deering der levensverzekering. 

NE 

Antwoord op vraag 15. 

Boekhouden (Dubbel): 

Kreukniet, Practisch Boekhouden, 8 deelen, Ie, 9e druk, 
(£1,50): Ile, 4e druk, (f3.50): Ille, 4e druk, (f 2.50). Erbij 
lezen: Brenkman (f0.90). Bestudeeren: Knapper (f3—). 
Daarbij lezen: Dinger (f 8.50). Bes (f 1.80), Schaafstal (f 1.50) 
of Hengelaar (f 2.—). 

Voor bijkomende werken voor het Boekhouden: 

Geheim Boekhouden v. Hagers (f 3 —); Boekhouding voor 
Reederijen v. Burgmans (É£3.—); Boekhouden van Hypo- 
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theekbanken v. Bakker (f 1.50); Boekhouden voor Verzeke- 
ring v. Latorf (f2.—). Aangeraden te lezen het Maandblad 
voor Boekhouden (per jaar f 2.50); voor Handelsrecht en 
die gedeelten van het Burgerlijk Recht, welke daarmee in 
verband staan, Mr. Schuurman (compleet f 4 90, afzonderlijk 
Handelsrecht f3.—, Burgerl. Recht f 1.90). Faillissements- 
wet bhestudeeren; het Handelsrecht op onze examens, 
door Faber (f1.25). Kreukniet: Depreciatie en Reserve- 
fondsen, Se druk (f2,—). 

Enkelboekhouden: 

de Kramer (f 1.50), of Bes (3e druk f 1.20). 

Handelsrekenen: 

Knapper (£5,25); Kreukniet en Volmer (le, f 1:50remen 
le ged. f 1.25); Kop en van der Bruggen (f 3.50). 

Levensverzekering: 

Grondbeginselen der Levensverzekering wisk, P. Schoute 
(f 1.90); Wiskundige hoofdstukken over levensverzekering, 
Corneille L. Landré (f4.—); Dr. A. Zillmer, Mathematische 
Rechnungen (aksoluut onmogelijk deze te bestudeeren zonder 
in de praktijk hulp te hebben) 

Al deze boeken moeten gebruikt worden. 

Dit zijn niet de eenige boeken, maar als deze bestudeerd 
zijn, ziet men wel welke andere noodig zijn. 


Correspondentie. 


Zou een der lezers ook kunnen helpen aan een afdoende 
verklaring van deze stelling: 

„De projecties van alle lijnen, besloten tusschen dezelfde 
uiteinden, op een willekeurige andere, zijn gelijk.” 

Zij wordt o.a. gebruikt in Van Geers Analytische Meet- 
kunde, bladz. 249 en 250. Mi. is het een conventie, maar 
waarop berust ze dan. 

E. VE 
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Er kan op gewezen worden, dat het stukje Uit buitenl. 
tijdschr. op bladz. 158 hetzelfde behandelt, wat in ’t kort 
vermeld is in het vierde antwoord op vraag 11 van den 
Zen jaargang (bladz. 126 van dezen jaargang). 

Ai | B: 


Nieuw verschenen werken. 


(Door de redactie ontvangen.) 


Uitgave van P. Noordhoff, Groningen: 


W.H. WISSELINK. Vraagstukken ter oefening in de 
Meetkunde (voor eerstbeginnenden). le stukje, 13e, her- 
ziene druk, 1907, f 0,30 

R. BOOSMAN en R. BOS. Nieuwe rekenschool. Reken- 
boek voor de lagere school, 3estukje, B. Hoeveelheden tot 
1000, 2e druk, 1907, f 0.20. 

6e stukje, B. Berekeningen in de praktijk, 2e druk, 
1906, f 0.20. | 

P. HOESTRA. Inleiding tot de Meetkunde, ten dienste 
van Uitgebreid L. Onderwijs, Ambachtsscholen, de laagste 
klasse van H.B.S. enz, 

Eerste deeltje, met 62 figuren, 1907. f 0.40, 
Tweede APN, d Arrr 0.00 

Dr. J. KORS. Beschrijvende Meetkunde. Eerste deel, 
vierde druk, herzien door Dr. O. Postma, 1907. Tekst met 
atlas f 1.50. | 

G. A. SCHOLTEN. Bouwkundig Rekenboek voor Am- 
bachtslieden. Verzameling van 540 vraagstukken, ontleend 
aan de praktijk der bouwambachten. Met een aanhangsel 
bevattende de verklaring van eenige technische uitdruk- 
kingen. Derde druk, 1907. f 0.60. 

W.H. WISSELINK. Vraagstukken ter- Oefening in de 
Algebra. Eerste stukje, 14e, verbeterde druk, 1907. f 0.50 
Kern van de vlakke driehoeksmeting, 1907, 


eers ss ee ede € 
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W.H. WISSELINK. Rekenschool. Oefeningen voor het 
aanschouwelijk, uit het hoofd en schriftelijk rekenen. 7e 
stukje. Gewone en tiendeelige breuken. „Percent”-, Ge- 
zelschapsrekening, enz. 15e, verbeterde druk, 1907. f 0.20, 

EVA Kern van de meetkunde, met 102 figuren. 
5e herziene druk, 1907. f 0.50. 

RE et Vraagstukken bij de Kern der viakke drie- 
hoeksmeting, 1907, f 0.50. 

L. v. ZANTEN en G. A. SCHOLTEN. Leerboek der meet- 
kunde, ten gebruike bij het onderwijs voor ambachtslieden, 
bevattende 425 opgaven, meest aan de bouw-ambachten 
ontleend. 7e, herziene druk, met 80 figuren, 1906. f0.75. 


Uitgave van Gebr. Belinfante, den Haag: 


Dr. H. ONNEN Jr, De Wiskundige theorie van den 
Geldhandel. 1906. 


Uitgave van de Kon. Mil. Acad. te Breda: 


C. VAN ALLER. Beginselen der analytische meetkunde. 
Omgewerkte druk van de „Beginselen der Hoogere meet: 
kunde. 1907. | 


Uitgave van C. 4. J. van Dishoeck, Bussum: 


Dr. J. G. RUTGERS. Eindexamen-opgaven Wiskunde 
van verschillende gymnasia in de jaren 1904, 1905 en - 
1906, — 1906, f 0.75. | 


Uitgave van Hachette d& Cie, Paris: 


CARLO-BOURLET. Cours abrégé de Géomérrie, avec la 
collaboration de Paul Baudoin. 1. Géométrie plane, 1906. 
250 frs. 


Uitgave van C. C. Jager, Nijmegen: 


C. C. JAGER. Worteltrekking. Rekenkundige verklaring 
der vierkants-, kubiek- en hoogeremachtsworteltrekking. 
1907. 40 ects. 


Uitgave van Maas & van Suchtelen, Amsterdam — Leipzig: 


Dr. L. E. J. BROUWER. ‘Over de grondslagen der Wis- 
kunde. MCMVII. Ing. f 2.90, geb. f 3.50. 
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Uitgave van Otto Salle, Berlin: 


Dr. ALOIS LANNER. Neuere Darstellungen der Grund: 
probleme der reinen Mathematik, im Bereiche der Mittel- 
schule, 1907. 


Uitgave van W.J. Thieme d& Co, Zutphen: 


H. NORT. Leerboek der Vlakke Driehoeksmeting en der 
Goniometrie, met 419 vraagstukken. 1907. f 1.10, geb. f 1.85. 


Uitgave van W. E.J. Tjeenk Willink, Zwolle: 


Dr. C. J. J. NINCK BLOK. Leerboek der Wiskunde, 
le deel, Rekenkunde, 6e herziene druk, 1907. f 0.80. 

Dr. P. MOLENBROEK., Gronden der Werktuigkunde door 
H. G. van de Sande Bakhuizen. 6e, geheel herziene en 
omgewerkte druk. 1907. f2—. 

Re RE Werktuigkundige vraagstukken in aan- 
sluiting met het voorgaande. 2e, veel vermeerderde druk. 
1907. f. 0,90. 


Uitgaven van A. Versluys, Amsterdam: 


J. VERSLUYS. Beknopt leerboek der Algebra, 5e ver- 
beterde druk, 1907. 75 cent. 
Inleiding tot de Nieuwere Meetkunde van 
het platte vlak. 1907. f 1.50. 

Ee Beschrijvende meetkunde, le deel, 7e her- 
ziende druk, 1907, f 1.50. 


ska ue serene … 


Uitgave van P. Visser, Haarlem: 


F. J. VAES. Graphische Voorstellingen en de beginselen 
der differentiaal- en integraalrekening. 1907. 


Uitgave van het Wiskundig Tijdschrift: 


KARL WILHELM FEUERBACH. Eigenschaften einiger 
merkwürdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks und mehre- 
ren durch sie bestimmten Linien und Figuren. Eine 
analytisch-trigonometrische Abhandlung. Mit einer Vorrede 
von Karl Buzengeiger. Nürnberg 1822, bei Riegel und 
Wieszner. Onveranderde nieuwe uitgave 1907. 
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Uitgaven van J. B. Wolters, Groningen: 


L. BY DE LEY. Leerboek der Rekenkunde. 2e deel, 
LOOT UDO: | 

Dr. A. VAN THIJN, Leerboek der vlakke Driehoeks- 
meting met vraagstukken, 1907. f 1.25. 


Uitgave van A. W. Sĳthoff’s Uitg. Mú. Leiden: 


Dr. P. MOLENBROEK. Leerboek der Meetkunde. Derde 
herziene druk. Eerste deel, Planimetrie, 1907. f 2,40. 


Uitgaven van Gautmier- Villars, Paris: 


R. D'ADHEMAR. Les Equations aux dérivées partielles 
à caractéristigues réelles. No. 29 der Série Scientia. 1907. 
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Pradukita de. Raoul Bricard. 1907. 2:75 TS: 


DE OPLOSSINGEN DER VRAAGSTUKKEN 20—90 


sluiten aan bij de oplossingen van vraagstuk 1—9, bladz. 
125, en van vraagstuk 10—20, bladz. 262, van den eersten 
jaargang. 


*) Dit boekje is een vertaling in Esperanto van een verhandeling 
in de Annals of Mathematies 1905. 
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VRAAGSTUK 20. 
(Vervolg van bladz. 277, 1°® jaargang.) 
Oplossing van CG, van Spaendonck. 


Om een verklaring te geven van de níiet-reëele con- 
tacten, denke men het volgende: 

Cirkelvormige schijfjes worden door hun middelpunt 
zoodanig aan een draadje geregen, dat zij een om wento- 


xr? 2e od 
lingsellipsoide vormen Haar vgl. zij — En 9 in =|, (I) 

Wentel deze ellipsoide om de y as; zoodat de schijven 
evenwijdig blijven aan het zy vlak en hunne middelpunten 
dezelfden afstand van den oorsprong Een De verge- 


lijking van de aldus verkregen ellipsoide is 5 re L ak 


— 1 (ID, waarbij n= cosa, l=sin ag, en z de hoek van 
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nzc? 
wenteling is. Breng een vlak aan door het draadje, lood- 
recht op het zz vlak, Dit snijdt de ellipsoide volgens een 
ellips en de schijven volgens middellijnen. Projecteer deze 
ellips en de omtrekken der schijven op het zy vlak. De 
eprojecteerde figuur komt overeen met de gegevens in 
2 12 

het vraagstuk. (De vgl. der geproj. ell. is en - en == 

indien men [2?2—=ad?2) Omhul nu de ellipsoide door een 
cylinder loodrecht op het zy vlak. Het is duidelijk dat 
de doorgang van dezen cylinder in het xy vlak al de 
geprojecteerde cirkels raakt. De vgl. van dezen doorgang 
vindt men door (II) als vierkantsvgl, in z a beschouwen 


en de discriminante te nemen. Deze is Zin mr En 

Dat nu niet al de cirkels deze meetk. A Ed heeft 
zijn oorzaak in het volgende: 

Van twee opeenvolgende schijven, die meer naar het 
middelpunt gelegen zijn, zal elk met een klein randje 
over de andere uitsteken. Van twee opeenvolgende schijf jes, 
die meer naar het uiteinde liggen, zal er een over het 
volgende met zijn geheelen rand uitsteken. Tusschen deze 
twee stelsels ligt een schijfje waarvan de uiterste rechter 
rand juist samenvalt met dien van het vorige en het 
volgende (voor het geval nl. dat het aantal der schijfjes 
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oneindig groot genomen wordt). Dit schijfje is, van het 
middelpunt af gerekend, het laatste, dat den cylinder raakt. 
De hieraan beantwoordende cirkel is de laatste, die de ellips 
raakt. De volgende schijfjes liggen geheel over elkaar, de 
correspondeerende cirkels geheel binnen elkaar. Daarom 
raken zij de ellips niet. 
Dit grensschijfje ligt met zijn uitersten rand het verst 
verwijderd van het yz vlak. Dit- geeft een middel aan de 
hand den straal te berekenen. Noemt men den straal 
bsins, dan is é de hoek, die acos4+-sinbé maximum 


maakt. Deze is boog tan dl Dus de straal is en Kleiner 
a Wa? +02 


mag dus ook de straal van geen cirkel zijn, zal hij nog 
aan de ellips raken. 

N. B. Bij de grensbepaling van dezen straal kan men 
ook van de geprojecteerde: cirkels uitgaan. Volgens het 
begrip van een omhullende kromme, zullen de cirkels de 
kromme zoolang raken als twee opeenvolgende cirkels 
reëele snijpunten hebben. Dit geeft aanleiding tot de vol- 
gende beschouwing. Daar de afstand der middelpunten 
van twee opeenvolgende cirkels kleiner moet zijn dan het 
verschil hunner stralen zoo heeft men als voorwaarde 
voor reëele snijpunten 

b[sin (6 + dó) — sin 6] >> d [COS 6 — COS (6 + d6)|. 
Deel beide leden door dé dan is 
bcosé>a sing 


A 
ad 


MEE 
Wa? +02 


hetgeen met het bovenstaande resultaat overeenkomt. 


VRAAGSTUK 21. 


>ebsind, 


b 
ja > tandé,en hieruit 


Van een driehoek ABC zijn gegeven de zijden AB en BC 
en de hoek B, terwijl. AB >> BC 45. 

Men, vraagt den hoek A en den logarithmus van de zijde 
AC, in die gegevens uitgedrukt, te ontwikkelen in een reeks 
naar de opklimmende machten van SE 

AB: 
E. A. J. H. MODDERMAN. 
Opgelost door J. B. BAKKER, E. A. J. H. MODDERMAN, 
(5 SPAENDONCK. 
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Oplossing van E. 4. J. H., Modderman. 
Erek CD | AB, dan is: 


DE CD _ asinB 

A ED ned dE 
sin B 

Be LE vos 


ad 
als men Ps door x vervangt. 


Ontwikkelt men deze functie van x in een reeks, dan 
zal de algemeene term daarvan zijn: 


. 
* 


Nn 
or f* (0). 
Nu is: 
fl @)= 1 (L—x cos B) sin B + zsin B cos B 
x2 sin 2B (Ll — x cos B)? 
(1 — zcosB)? 
BE aoe sin B 


cos Be. 

Om gemakkelijker de n° afgeleide op te schrijven, merken 
we op dat de noemer van f!(x) te ontbinden is in 

(—X + cos B + {sin B) (— 4 + cos B — {sin B) 

en. dus f(x) te splitsen is in een som van 2 breuken, 
die elk een dezer factoren tot noemer hebben,en waarvan 
de tellers op de bekende manier worden bepaald. Men 
vindt dan: 


Lo= je = 5 
st HeosBisinB — xv cos B— {sin B 
dus: 
fn (@) — Ei(n—l)! in —l)! 


(-xtcosBisinB® (—4 + cos B—isin B)’ 
Voor #=0 vindt men, in verband met het theorema 
van de Moivre: 
PLO) inl)! bs inl)! en 
cosn B + {sin xn B cosn B—isinn B 
—=(n—l1)!sin» B. 


De algemeene term is dus: 


gi ï ge K 
— (Nn —1)! sin” B == — sin» B. 
nl! n 
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De eerste term van de reeks is f(o)—=0, en dus is: 
A= sinBtjsin2B + SG sin3B enz. 
Ter beantwoording van het 2e gedeelte van de opgave 
heeft men, volgens den cosinusregel: 
D2—=a? +? —2accos B 
log. b — + log. (a? + c?2 — 2 ac cos B) = 
— log. c + log. (@? —2xcos B +1). 
of, na ontbinding in factoren: 
log. b==log. ce + + log. (— x + cos B + {sin B) + 


+ log. (— x + cos B — {sin B). 
Nu is weer: 
a J 
OT Zsa en B 
f(a ek Ee (n— 1)! Â (ni)! 
S VS Fe0sB + isin B)" (—x-beosBtsmb 
— (Nn —l)! ra L(n—l)! 


LOE PEI ne = 
cosn B + {sin n B cosn B— isin B 
== (n—1)!eosn B. 
De algemeene term van de reeks is dus: 
DL 
ep 
De eerste term van de reeks is f (o) = log. c. 
Dus: 
log. blog. — a cos B— 5 cos 2B— 7 COS SB en 
Opmerkingen. Beide reeksen zijn convergent voor alle 
waarden van z<{l; daar gegeven is AB >> BC, zijn ze dus 
altijd convergent. De hoek A is in analytische maat 
uitgedrukt, de logarithmen van 6 en c zijn natuurlijke. 
De reeksontwikkeling van / A vindt toepassing in de 
Geodesie, bij het tot het centrum herleiden van excentrisch 
gemeten hoeken. BC is dan altijd ten opzichte van AB 
zeer klein, zoodat één, hoogstens twee termen van de 
reeks volstaan. 


Oplossing van C. van Spaendonck. 


44 
ll) GOS TD Ole COS 
ì n 


De gebruikelijke notaties in een driehoek volgend, 
heeft men: 


sin A =S sin (A + B 


of gt SpA d | MAB) — e-i(A +B) 
waaruit 
dte: 
me 
CA — G 
ús 
1 erf —_ eiB 
C 


Van beide leden dezer vgl. den logarithmus nemend en 
ontwikkelend: 


/ 


3 
\ IE: ji Loan 


Dus A= sin B} EG sin2B4} “sin 3B.. 


Os a? 
SA 
2iA ole —Ci )—+ ne 


) 
S C& 


Om den logarithmus der zijde b te ontwikkelen gaat 
men aldus te werk: 


D2 —= a? + Cc? — 2 ac cos B 
—= [ce — a(cos B + isin B] [c — a (cos B — isin B)] 
—= (ce — ae) (c — ac B). 


log b=2 loge + log (1 — ci | og (1 — et) 


DOLD lot Ee mi en) mn Ga Je ZB ). eN 
C c2 | 


loe b loe c 7 os B g cos 2 B e cos 3 B 
== ee een re 0 
5 a C 22 3c3 


Oplossing van J. B. Bakker. 


Gegeven zijn: a, c en B, 
Uit de twee vergelijkingen: 
Ben A Sin Brons 0008 At 4608 B, 
of b cos A =C—a cos B, 
volgt: 
OSD ME Le D 


cn 1% cos B 
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Stel ter bekorting: ®/, = m, dan is derhalve: 


msin B 
Aar 1 —mcos B 
m sin B 
nd CT) 


In de hoogere algebra wordt geleerd: 


1 1 + iz 
Boosten == 5 Nep. log. Ee 
Stel nu voor x in de plaats: al EDE dan wordt 
l — mcos B 
na eenige herleiding: 
Ae ie Nep. log. {1 — m (cos B — {sin B)} — 
a ke 


— Nep.log. {1 — m (cos B + {sin B)} 


Verder bewijst men in de hoogere algebra: 
2 23 zi 


Nep. 208 (1e) en 3 el 

Waaruit dus volgt: 

Nep. log. {1 — m (cos B — i sin B)} = 
= — m(cos B— isin B) — 5 (coS2B— isin 2 B) — … 

Nep.log. {1 — m (cos B + isin B} = 

2 

— — m(cos B + isin B)—5 (cos 2 B + sin 2 B) —...…. 
Na aftrekking: 

ee m2. nen 

2 m isin B 2 isn2BgisinsB..… 

Ten slotte: 


A ZB RE 


2 LEL 
De gevraagde reeks is dus: 
aen a? sin2B a’sin3B 
eneen UEA Reen zen ie 


Om log. b te ontwikkelen, gaan we als volgt te werk: 
b2=a? Ere 


D? 2e 

OE =l—— 7 €08 B +5 
Hiervoor is te schrijven: 
b? C gel Pos Er 
ales —(cosBisinB) | X{ — — (cos B — isin B) 


- 


ek 1 —_—_ (cos B + {sin B) | Jk 1 —(cosB— isin B) d! 
Van oe leden den logarithmus nemende: 


2 log b— 2loge==log 1 — (cos B + {sin B) | 


+ log E — — (cos B — isin B) | 
In de hoogere algebra leert men: 
AT ln 
log (1 etn) 


waarin M de modulus der Briggiaansche logarithmen is. 
Aldus wordt: 


2 log b— 2 loge = (cos Bt isin B) + 


+850 (cos 2 B H-isin2 B) 4. 4 


an ll 
az cos2b da’ cos3 B 


log b2loge =—2M| _ cosBt 


GARD ES 
mer 2 ; E 
log b — loge — MJ cos BH en cos 3 B Bag 


VRAAGSTUK 22, 


Een cirkel te construeeren die twee gegeven concentrische 
cirkels onder gegeven HELE snijdt, en door een gegeven punt 
P gaat, 

Je He MULLER, 
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(Dit vraagstuk deed zich voor bij de constructie van een 
centrifugaalpomp, waarvan de in- en witwendige stralen 
gegeven waren, en waarbij de schoepen moesten geconstrueerd 
worden onder gegeven hoeken met die cirkels, om een goede 
in- en uittrede van het water te verzekeren. 


Opgelost door C. BRAKMAN, Mej. D. A. CREMER, 
J. H. MULLER, W. H. SCHMELLING, 
V. TH, ven. VN 


Oplossing van C. Brakman. 


Laten we de voorwaarde weg, dat de gevraagde cirkel 
door het gegeven punt moet gaan. De meetkundige plaats 
van de middelpunten der cirkels, welke aan de beide 
andere voorwaarden voldoen, is een derde concentrische 
cirkel. We vinden nu als volgt zoo’n middelpunt: 

Zij M het middelp. der geg. conc. 
cirkels, en N dat van den gevraagden 
cirkel. / MPN en / MQN zijn de ge- 
geven hoeken. Vierhoek NPMQ kan 
geconstrueerd worden, want van 
A PMQ zijn bekend de zijden PM en 
QM en het verschil der hoeken aan 
de derde zijde, dit is namelijk gelijk 
aan het verschil der gegeven hoeken 
(immers / NPQ==LNQP). enz Cons 

Vrst. strueeren we nu de meetk. plaats 
van Nen daarna uit het gegeven puut een cirkelboog met PN 
tot straal, dan zijn de srijpunten van dezen boog met den 
derde concentrischen cirkel de middelpunten van den ge- 
vraagden cirkel, waarvan de straal PN bekend is, Er zijn 
2, 1 of geen cirkels, die voldoen: 


Oplossing van Mej. D. A. Cremer, W. H. Schmelling, 
Ve Nene 


Het middelpunt van de gegeven cirkels noemen wij M, 
hun stralen R en 7, de hoeken waaronder zij den gevraag: 
den cirkel snijden ® en &, den afstand van M tot het 
middelpunt van den te construeeren cirkel @ en eindelijk 
den straal van den laatstgenoemden cirkel y. Wij hebben 
dan de betrekkingen 


== R2HYL—2Ryeosd, en v?—=r dy —2r py eos, 
en dus ook: 
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R2 — 2 == 2y (R cos d — r cos U), 


of 

Ie r? 
2 (Reos dr eos lb) 
Hierdoor kunnen wij dus 4 construeeren. 


en 


VRAAGSTUK 25. 


Men vraagt een elementair meetkundig bewijs voor de 
stelling, dat bij de gelijkzijdige hyperbool de middelpuntsstraal 
middenevenredig is tusschen de beide voerstralen. 


Dre.N QUiNr: 


OEGELOST DOOR J. Br BAKKER, P. BAKKER, GC, BRAK- 
REEONST Mej Ar GREMER, HaveDINTER, 
W. A, SCHMELLING, Dr. N. QUINT. 


Oplossing van W.H. Schmelling. 


De middelpuntsstraal is zwaartelijn in een driehoek, waar- 
van het verschil der opstaande zijden a is, en waarvan 
de basis 2al/2 is. 

Zij die middelpuntsstraal OA en de beide brandpunten 
F en FL dan hebben we OA? =— } FA? + & FIA? — 2q?, 

F'A — FA == ?2a, dus F1A? EL FA2 — 2PLA,PA = 402, 

LFA2 4 1 FIA2 — FIA FA == 242, 
LFA2 4 4 LFLA2— 22 —= FLA,IA, 
dus OA? =FIA.FA, wat te bewijzen was. 


VRAAGSTUK 24. 


Men vraagt een elementair meetkundig bewijs, dat in een 
kegelsnede de projectie der normaal op een voerstraal gelijk 
aan den halven parameter is. Dr. N. Quint. 


OPGELOST DOOR J. B. BAKKER, P. BAKKER, H. v. 
LEENE Rome DT eN OUTENT. 
Oplossing van Dr. N. Quint. 


oee llEDpS. 
Projecteert men in AABC de deellijn van / B op een 
der a zijden, dan is deze ie 


Wabs (s—c) X cos LB = Ee ce) 


DEN) dJ- b 
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Nu is de projectie der normaal van een punt P op een 
voerstraal FP, als FP = a + q, FIP = a — g, F1 = War-—t?, 
volgens de vorige formule = b?/a. 

bed yvperboodl, 


Projecteert men in AABC de buitendeellijn van £ B op 
een der omliggende zijden, dan is deze projectie: 


2 
a—C 


2 

an TD Whe (s—e) (s—b) X sins B= + (S—C) (s—b). 

Nu is de projectie der normaal van een punt P op een 
voerstraal FP, als FP —= q + a, F1P = q — a, FF1= 2 ab? 
volgens de laatste formule — b2/a. 

Ces bare Doods 

Zij voor een punt P der parabool FP de voerstraal, AP 
de loodlijn op de richtlijn. De normaal in P is dus de 
buitendeellijn van F in den geliĳkbeenigen driehoek APF, 
Uit de figuur volgt nu onmiddellijk, dat de projectie der 
normaal op den voerstraal gelijk is aan de projectie van 
AF op de as, dus gelijk aan den afstand van brandpunt 
tot richtlijn. 

Oplossing van H. v. Dinter, 


Zij F het brandpunt, A de top der groote as; FA snijdt 
de richtlijn in B. Zij P een punt op de kegelsnede, PN de 
normaal; de raaklijn in P snijdt de richtlijn in H. PG//FB 
snijdt de richtlijn in G; trek FP, FG, HF; zij FC de halve 
parameter, N, de projectie van N op FP. 

Volgens een bekende eigenschap is L HFP —= 90°, dus 
GPFH een koordenvierhoek, en £ PGE = £ PHF = 90 
— {HPF =/FPN. 

PNBH is een koordenvierhoek, dus £ PNF = { GHP == 
CERES AOT NE 

FGENP SPee B: EO 

Verder A PNNI » A FGB: 

OND NE 

Maar (1) FC: FB == PN7EG, 

duSsbNe | 
VRAAGSTUK 25. 


Als men de loodlijnen wit een punt van den omgeschreven 
cirkel op de zijden van den driehoek neergelaten eenzelfden 
hoek z laat draaien, liggen de snijpunten met de zijden op 


dek 


een rechte (de z.g. algemeene Wallace lijn). Men vraagt te 
bewijzen, dat de som der kwadreten der segmenten van twee 
algemeene Wallace lijnen geconstrueerd wit de witeinden eener 
middellijn, voor eenzelfde waarde van « constant is. 

Dr. N. Quint, 


Opgelost door H. v. DINTER, Dr. N. QUINT. 
Oplossing van Dr. N. Quint. 


Werdt het punt P van den omgeschreven cirkel scheef 
geprojecteerd in N op AB, en in M op AC, dan heeft men 
in den koordenvierhoek ANPM: 

MNesin A= AP SSI: 

Zij P’ diametraal met P gelegen, dan is: 

M'N':sin A= AP :sing, 
dus 

MN? + M'N? = (AP? + AP?) sin? A cosec? z == a? cosec? a. 

De overeenkomstige betrekkingen opmakende voor de 
segmenten gelegen in de hoeken B en C, vindt men voor 
de gevraagde som: (a? + b2 + c?) cosec? z, 


VRAAGSTUK 26. 


Bij zijn note (zie: Uit buitenlandsche tijdschr. bl. 116, 1°% 
jaargang) voegt Hilton de opmerking: This method also gives 
the locus of intersection of two perpendicular lines, each of 
which touches one of two confocal conics. Men vraagt dit te 
bewijzen. Dr..N.- QUINT. 


OPGELOST DOOR H. v. DINTER, Dr. N. QUINT. 
Oplossing van Dr. N. Quint. 


Zijn van de kegelsneden M, F en F’ middelpunt en brand- 
punten; Fy en Fe de loodlijnen op twee onderling 
loodrechte raaklijnen uit eenig punt P getrokken, N het 
snijovunt van yz en PF. Dan is: 


2 MP2 =—= PE? + PE'2—2EF?2, 
= 4yN?H4MN2—2 FE’? 
—=4yN2H2a2 ta ye 2e. 
De meetkundige plaats van P is dus een cirkel, die voor 
a=a’, de cirkel van Monge wordt, als a en a’ de halve groote 
assen, en c de gemeenschappelijke lineaire excentriciteit 
voorstelt. 
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Oplossing van H. van Dinter. 


Zij PA de raaklijn aan de ellips met assen a;, b. 
») PB % » D) 1) 2 1 ) u, 1 
M het middelpunt, F en EF, de foci, FA 1 PA BOER 
PPSh beAB ineNe Nus 
2 PM? =FP2 LF, P2—2 FM? 
=4 AN? +4 NM? — 2 (a? — U?) 
—=2AM? + 2 MB? — 2 (a? — b2) 
— a 2a2—2a2 202 
= Ô(a4* + 62). 


VRAAGSTUK 27. 


Bewijs, dat van alle vierhoeken, die dezelfde zijden in 
dezelfde volgorde bezitten, de koorden-vierhoek het grootste 
oppervlak heeft. B.J. WW. B5Gsmn 


OPGELOST DOOR J. B. BAKKER, P. BAKKER, O. BENING, 
C. BRAKMAN, C. A. CIKOT, B. J. W. REUSER, 
PT WARS: MADE VERD ND 
H.G. A. VERKAART. 


Van dit vraagstuk bestaan een aantal oplossingen, ook 
van landgenooten, Versluys (Handhoek der Meetkunde), 
Knapper, in „de Vriend der Wiskunde” (oplossing van 
vraagstuk 800 van zijn Leerboek der Meetkunde, 1° deel), 
v. d. Harst (Leerboek der Planimetrie bl. 226—229), en 
zeker nog anderen. 

Het feit, dat er vele oplossingen zijn, wettigt het ver- 
moeden, dat er nog nieuwe kunnen worden gevonden. (Red.) 


Oplossing van B.J. W. Reuser. 


Zij van den vierhoek ABCD, AB =a, BC =b, CD =c, 
DA =d, BD = m, LA =g, LC=y. 

De gedaante van den vierhoek is bepaald (y mag niet 
inspringend zijn) door den hoek z, waarvan het oppervlak 
eene functie is. 

=t ad sine + Ws (s—m)(s—b) (s—c), waarin s= 


mb Je De de 
Es eL of 40 =2 ad sina JW { 4 D2C2—(b2 + 2m) 
Differentiëert men t.o.v. m2, vermenigvuldigt men ver- 


d (mm? 
volgens met Se en voert men daarna in: 2 be COSp= 
[za 


D2 + C2—m?; dan vindt men na vereenvoudiging: 
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2 be COS y 
Eene 2 be W (l—eos? y) 
en daar W/ (l—cos*y) = + sin y, omdat 7 niet inspringend is, 
tg a——tgy, of a= 1800 —y. 
ABCD is dus een koordenvierhoek. 


sin z =p 


Opmerking. De aard van het vraagstuk duidt reeds op 
een maximum, het blijkt echter ook onmiddelijk uit de 
d2 0 ___ad(be + ad) 


d u? DESI Z 


2de afgeleide. Men vindt nl: 


Oplossingen van C. A. Cikot. 


Twee opmerkingen vooraf: 

le. Uit de beschouwing der figuur en uit sommige van 
de hier gebruikte eigenschappen (of formules) blijkt, dat 
de manier, waarop de zijden aaneen sluiten, van geen in- 
vloed op het oppervlak is; 

2e. dit vraagstuk, gewijzigd voor een n-hoek behoudt 
dezelfde oplossing. 


a. Naar Mathesis, 18858. 


Construeer met de zijden a, b, c en d een willekeurigen 
vierhoek ABCD, waarin AB = a enz. 

Stel de diag. BD =z, AC =y, en de proj. van AC op 
een lijn door C//BD, CE, dan vindt men door toepassing 
van de projectie-stelling in de AAABD en BCD: 

Ard EE 
5. cr hal ei 
2 

Het oppervlak van ABCD == !z. AE, en het wordt dus 
max. tegelijk met x. AB. 

12. AE? = 122 — a? CE? (door het theorema van Pytha- 
goras). x. CE == constant, dus #. AB max. voor xy (product 
van de diag.) maximum, en dit treedt in voor een koor- 
den vierhoek. 


b. Naar M'Clelland, Geometry of the circle, London 1891). 

Door op eenzelfde diagonaal in de twee driehoeken den 
cosinus-regel toe te passen en ook trigonometrisch de som 
van de oppervlakken dier driehoeken op te schrijven vindt 
men voor den vierhoek na herleiding : 

ar Ws—a) (s—b) (s—cC) (s—d) — abcd cos? HA JC). 

Hieruit blijkt onmiddellijk, dat O max. wordt voor 
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T(A +40) = 90°, of A +C=180°; tegelijk vindt men dan 
de mooie formule voor den koordenvierhoek: 
J= V(s—o) (s—b) (S—C) (Sn die ook uit a) af te leiden is. 


Zie in genoemd boek ook eene constructie van den koor- 
denvierhoek uit de vier zijden (trekt uit C de lijn CE//BD, 
die het verlengde van AD snijdt, dan zijn ABC en CDE 
, enz.) 


c.‚ Laat ABCD een koorden-vierhoek Zijn; construeer dan 
een anderen vierhoek A!BICID! met dezelfde zijden, en 
plaats op die zijden de segmenten AB, BCO, CD en AD; 
de zoo verkregen kromlijnige figuur heeft denzelfden om- 
trek als de eerste cirkel, en is dus kleiner; de acht seg- 
menten zijn twee aan twee gelijk, dus is de tweede vier- 
hoek kleiner dan de eerste. 

Deze oplossing is evenals de vorige, aan een tijdschrift 
of handboek ontleend. 


Opmerking van B. J. W. Reuser. 


De oplossingen a en c berusten op bekendheid met stel- 
lingen, die niet tot de elementaire behooren; men kan ze 
dus niet onder eenvoudige oplossingen rangschikken. 


Oplossing van Dr. N. Quint. 


Dit vraagstuk is reeds volledig behandeld en wel door 
bteiner in zine verhandeling: „UVeber Maximum und 
Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugel- 
fläche und im Raume uberhaupt’ C. AR. XII. 1841 bl. 
4/9; ook Ges. Werke, II bl 179. 

Het een en ander hieruit nam Versluys op in zijn 
„Handboek der Meetkunde, TV” o.a. ook de stelling : om den 
grootsten veelhoek, die eenige gegeven lijnen tot zijden 
heeft, kan een cirkel beschreven worden. 

Toch ook uit minder algemeene beschouwingen kan de 
waarheid afgeleid worden. 

Zie oa. Casey, Trigonometry bl. 190. (Dezelfde als b 
van C. A. Cikot). 

Met behulp der differentiaalrekening volgt dit resultaat 
uit de betrekkingen: 


ab sina + edsinb=28 
a* + b2 — 2 ab eos a = 2 + d2 — 2e d eos of 
ab cos a da J- cd cos bd 4 —= 0 
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ab sine du —=ced sing d b, waaruit volgt sin (z +- d) 
— 0 of a + U —= 180°, wat uit den aard van het vraag- 
stuk op een maximum wijst. 

Trouwens ook kan de differentiaal rekening bij dit vraag- 
stuk best gemist worden, zooals uit een oplossing blijkt 
in de Math. Gaz. 1908 meegedeeld. 


(dezelfde als a van C. A. Cikot). 
Oplossing van F.J. Vaes, 


Beschouwt men den vierhoek ABCD als stangenvierhoek 
met AB als steunpuntenlijn, dan is het snijpunt P van 
AD en BC oogenblikkelijk draaiïngsmiddelpunt. 

De snelheden van D en C zijn loodrecht, op en evenredig 
met PD en PC, dus ook de verplaatsingen DD! en CC! in 
een kleinen tijd. Zal het opp. niet veranderen dan moet 
DE POIB zijn, dus omdat / DPD! == ‘A CPCE: 

A Ge De POE 
of PA: PB — PC1:PDL of bij de limiet 
Er Sardu bek == L*PBA 

OTA DC Be ABE == 80°, 

Bij verder bewegen kan de stangenvierhoek een ge- 
kruiste worden met oppervlak nul, of wel een der hoeken 
wordt inspringend. Bijgevolg is in den gevonden stand 
het opp. max. 

VRAAGSTUK 28. 


Een oneindig aantal bollen raken elkander in eenzelfde 
punt. Uit dat punt als middelpunt beschrijft men twee bollen 
met willekeurigen straal, die op elk der eerstgenoemde bollen. 
een schijfoppervlak bepalen. Bewijs dat die schijfoppervlakken 
alle evengroot zijn. Eden ARS 


OPGELOST DOOR P. BAKKER, OC. BRAKMAN, C. A. CIKOT, 
Ee DINE ER Me ELSDOHMELLING, F.J. VAES, 
hen en ve Ne Ge MERK AART 


Oplossing van F.J. Vaes, 


Het oppervlak van een bolsegment is 2zRh, als ‚ de pijl 
van het segment, en R de straal is. Is a de koorde van 
den spherischen straal van den grondeirkel, dan is a? = 
h X2R, zoodat het oppervlak ook wordt aangegeven door 
za, Beschrijft men dus uit het gemeenschappelijk raakpunt 
der gegeven bollen een bol met straal a, dan snijdt deze 
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van alle bollen een segment at met hetzelfde oppervlak 
za>. Evenzoo bepaalt een bol met straal 5 op alle bollen 
een segment met oppervlak zb2 De schijfoppervlakten zijn 
dus alle m(a?—U®). Hierbij is ondersteld, dat de bolien a en b 
alle gegeven bollen snijden. 


Opmerkingen. 1, Wordt een der gegeven bollen niet ge- 
sneden door bol a, dan vindt men gemakkelijk, dat za? 
voorstelt: het geheele oppervlak van den eerstgenoemden 
bol plus het oppervlak van den cirkel op bol a, waarvan 
het vlak raakt aan eerstgenoemden bol in het tegenpunt 
van het gemeenschappelijk raakpunt der gegeven bollen. 

2. Van het raken der bollen is geen gebruik gemaakt. 
Dit is dus overbodig. 

3. De bedoeling van het vraagstuk was, te wijzen op 
de uitdrukking za? die in veel vraagstukken van nut 
kan zijn. 

VRAAGSTUK 29. 

ABCD is een bolvierhoek, beschreven in een cirkel, AB =a, 
BO =b, CD==c, DA=d,'t spherisch ELCES VON Nn 
KE, dat van A ACD =H. Bewijs de formule: 

te VELE) _ tg Yoatg ob + te Wsete Yod 
tel,(B—E) te sa tg l/pb — te l/setg Yad 
J. N. VIssCHeERS. 


OPGELOST DOOR H. v. DINTER, V. THS var 
J. N. VISSCHERS. 


Oplossing van J. N. Visschers. 


Volgens de formule van Cagnoli is voor A ABC: 
Vsin s sin (s — q) sin (s — b) sin (s — €) 
2 cos 1/, a eos t/o b eos 1/o e 

waarin e= AC. Verder is tg R= 
2 sin t/, asind/obsin 4e 
Wsin s sin (s—a) sin (s—b) sin (s—e) 
Door vermenigvuldiging volgt hieruit: 
sn oBteR==tgl/adtebteige ne 
Voors A ACD heeft men: 
sind/o Byte. Rete lpt tg ld igdlgen.… ne 


sin 1, E= 3 


1e 


Uit (1) en (2) volgt door deeling: 
sin /,E tg!/satg!/,b 


sinl/,E, tgi/sctgijad 6) 
Uit (83) volgt: 
sin!/,Btsn!j,E, _ tel, EE) 
sin //, B — sin l/, B, tg !/, (E — E‚) 
tg 1 atgt/,b + tg l/o ec tg Is d (4) 


tg !joatg ib — tg Is c tg Î/ d 
Oplossing van H. v. Dinter. 
boer En) sin /pE sin 2/o B, 
Eb esin WE sin 1, Er 
Nu is volgens bekende formules: 
sin B sin t/, a sin 1/, b 


bonen Sl Bedden | 
sin 1/5 E 0 ‚en 
sin D sin 1/, c sin 1/, d 
1 Bens AD 
sin 1/, B, = cos if, AG. 


dus: 
EE dE) 
BEE) 
sin Bsin l/, asin 1/,b + sin D sin 1/c sin 1/, d 
sin B sin 1/s a sin 1/, b — sin D sin 1/9 csin i/d 
Rest dus nog te bewijzen: 
sin B sin D 
cos 1/s cosc 1/s b _ cos 1/, a cos 1/s b 
Stellen we BAC + B BCA =28, en DAC + D + DCA 
—2S, dan is 


cos (S,— ACD) cos (S, — D 
HER NE W | G Kb sin 5 ‚ 
cos (S, — CAD) cos (S, — D 
Rinse d 7 5 ED sin n | 
cos (S; — D) 
sin D 
sin B 5 sin B sin D 
cos I/sc cost/sd _ cos1/, AC cos (S, — D). 


Vraagstukken W.T, 2e Jaargang. 2 


B OCRCOS Rs cos Ì/, AC. 


dus: 
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Op dezelfde wijze : 
sin D sin B sin D 


cos 1/ya cost/ab cos !/, AC cos(S — B) 
De vierhoek is een cirkel beschreven, dus: 
S,_—-D=B—S 
en dus cos (S, — D) = cos (S — B) 
waaruit volgt: 
sin B mdk sin D 
cos Isc cos I/gd cos Wa cos !/, b 


VRAAGSTUK 30. 


Er zijn twee bollen gegeven, die geen punt gemeen hebben 
het laagste pnnt van den eenen ligt lager dan dat van den 
anderen Gevraagd hoe men een hellend vlak moet plaatsen 
opdat een stoffelijk punt in den kortsten tyd daarlangs van 
den tweeden bol naar den eersten kan komen. (Wrijving 
verwaarloozen). C. A. Cikor. 


Opgelost: door C. A. CIKOT en F. J. VAES. 
Oplossing van C. A. Cikot. 


'tIs bekend, dat, wanneer men uit eenzelfde punt tege- 
lijkertijd langs hellende, gladde vlakken, stoffelijke punten 
laat vertrekken, de meetkundige plaats van die punten op 
ieder oogenblik een bol is, die zijn hoogste punt heeft in 
het aanvangspunt van de beweging; daaruit volgt dan 
weer dat, als men uit een punt, dat hooger ligt dan het 
laagste punt van een bol, een stoffelijk punt langs een 
hellend vlak naar het boloppervlak wil laten gaan, zóó dat 
de valtijd een minimum is, men het hellend vlak moet 
richten op het laagste punt van den bol. (Meetkundige 
constructie: een bol te beschrijven, die den gegeven bol 
uitwendig raakt, door het gegeven punt gaat, en waarvan 
de vertikale middellijn door dat gegeven punt gaat.) Bij 
omkeering volgt dan daar weer uit; dat de lijn van 
kortsten valtijd tusschen een bol en een punt daar buiten, 
gericht is op het hoogste punt van den bol. Resumeerende 
ziet men, dat de gevraagde lijn een stuk van de lijn is, 
die het hoogste punt van den tweeden bol met het laagste 
van den eersten verbindt. 


Oplossing van F.J. Vaes. 


Zij P het punt van vertrek, | 
Gaan van P tegelijkertijd een aantal materieele punten 
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uit langs hellende vlakken, dan zullen die zich na een tijd 
{sec. alle bevinden op een bol, waarvan het middel- 
punt vertikaal onder P ligt, en waarvan de middellijn 
te IS, 

Neemt men den bol rakend aan den eersten bol in B, 
dan wordt PB in korter tijd afgelegd dan eenige andere 
lijn van P naar den eersten bol. 

Omdat P, B, en het onderste punt (A) van den eersten 
bol in één rechte lijn liggen, blijkt, dat het hellend vlak 
steeds door A zal moeten gaan. 

Evenzoo liggen Q, B, en het bovenste punt C van den 
eersten bol in een rechte lijn. Daar PQ: AC ==PB:AB, 
zal men PQ zoo klein mogelijk verkrijgen, als de verhou- 
ding van BP tot AB zoo klein mogelijk is. 

Brengt men een bol door A met middelpunt op AC, die 
den 2e" bol raakt, dan moet P in het raakpunt worden 
genomen, omdat voor elk ander punt van den 2e" hol de 
genoemde verhouding grooter is dan voor het raakpunt. 
Dan ligt echter P ook in één rechte lijn met A en het 
hoogste punt D van den 2e! bol, 

Verbindt men dus D met A, dan is daardoor het hellend 
vlak bepaald. 

Dd Aert alddellijn »2er hol 2r:LDAC== 
90° — a, t‚ en ft de tijd voor de beweging van D naar B, 
en van D naar-P, dan is 


DB sine, DP =d g sina to2, 


waaruit t, =I/ Ee eriei En 
g sin u sin z 


De tijd, noodig om PB te doorloopen is ft, — ta. 


VRAAGSTUK 81. 


Hen crlinder ligt op een hellend vlak (es; in zijn midden 
heeft hij een zeer smalle gleuf, die tot op de helft der dikte 
gaat; in die gleuf is om den cilinder een dun touw ge- 
slagen; het ander uiteinde daarvan loopt, evenwijdig aan de 
helling, naar het hoogste punt, waar het bevestigd is ; gevraagd 
de versnelling van de beweging en de spanning in het touw. 
(Wrijving verwaarltoozen). C. A. Crkor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, F. J. VAES. 
Oplossing van C. A. Cikot. 


Laat het gewicht van den cilinder zijn G, zijn straal 7; 
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stel de spanning in het koord =S, dan is de kracht, die 
den cilinder naar beneden trekt = G sina — S, en dus de 
(G sin « — S) g 
EN 

Het koppel, dat den cilinder om zijn as doet draaien is: 
1rS, en dus de hoekversnelling van de draaiende beweging: 
ESS 

152 Gr 

Aan den rand van de gleuf heeft men zuivere rolling, 

dus: SA SE 


of DG SAND sle 


versnelling a van de valbeweging — 


Oplossing van HF, J. Vaes. 


Trek door het middelpunt van den cilinder een horizon- 
tale liĳn PA en een lijn PQ evenwijdig aan het hellend 
vlak. Zij QR de basis van het hellend vlak. 

Is het middelpunt op een zeker oogenblik in een punt D, 
en trekt men een vertikale lijn door D, die PA in A en 
QR in E snijdt, dan is AE net 
totale arbeidsvermogen, dat de cilin- 
der in P had, en in D nogshebn 
jen wel is DE het arbeidsvermogen 
van plaats, AD dat van beweging, 
beide voor 1 KG. van den cilinder 
gerekend. Dit laatste bestaat uit 
twee deelen, nl. 4mv? en 4 Tw2s 
daar v=drw en T=4mr* is hun verhoudings 

Neemt men dus C zoodanig, dat AC —=2CD is, dan 
verdeelt de lijn PC het vlak APQ in twee deelen, zoodanig 
dat in het onderste deel steeds de waarde + mv?, en in het 
bovenste de waarde + Tw? wordt afgelezen op de vertikaal 
door het middelpunt van den cilinder gaande. 

Gleed het lichaam zonder wrijving, dan zou DA het 
arbeidsvermogen van beweging, en de versnelling g sin « zijn. 
Gleed het lichaam met wrijving, dan zou f/Gcosa een 
arbeid verrichten fG cosa X PD, of per KG. gewicht 


(TO AED EOS OLLI ND DE 


Wordt dus / APC =d gemaakt, dan is arbeid wrijving 
— AC, en de versnelling is 


gsina—tgd.g Cosa. 
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De invloed van het traagheidsmoment bij de draaïïng 
is blijkbaar dezelfde als die van de wrijving bij glijding; 
de versnelling van den cilinder is dus, omdat AC =2 AD 

gsine— liga X g COS u, 
of 1gsing, 
terwijl de tegenwerkende kracht (de spanning van het 
koord) 3 gsine is. 

Schr. hoopt in een afzonderlijk opstel te doen zien, hoe 
op deze wijze een groot aantal verschillende vraagstukken 
kunnen worden opgelost. 


VRAAGSTUK 32, 


Twee veranderlijke koorden van een cirkel blijven elkaar 
snijden in een vast punt binnen den cirkel onder een stand- 
vastigen hoek. Wanneer is de vierhoek, waarvan zij de dia- 
gonatlen zijn, maximum en hoe groot is dat maximum? (Straal 
van den cirkel 2R,‚ stompe hoek tusschen de diagonalen — Zu, 
afstand van het vaste punt tot het middelpunt = d). 

C. A. Cikor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, H. v. DINTER, 
C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van C. v. Spaendonck. 


Neem het vaste punt P als oorsprong, en laat M het. 
middelpunt op, de lijn A=0 liggen. PM-zij gelijk à. De 
vergelijking van den cirkel in poolcoördinaten is dan p2 — 
2 03 COSA + 32 — R2—=0. Geeft men nu aan A beurtelings 
de waarden z —J- 9, eg —9, dan geven in de komende verge- 
liĳjkingen de wortelverschillen de lengten aan van twee 
koorden, die een hoek 2e met elkaar maken. Voor de 
lengten der koorden vindt men aldus 2 W/R2— 32 sin? (u + 6) 
en 2 WR2— 32 sin2(u—6) (Dit kan ook zonder pool C gevonden 
worden). De vierhoek zal tegelijk met het product dezer 
koorden een maximum worden. Bepalen wij dus het maxi- 
mum der functie f (9) — [R2— 32 sin? (g +6) [R2— 22 sin? (eg —6)]. 
f'(6) —=—R? cos 22 sin 24 4 2 (sin?6— sin? «) sin 29 (numerieke 
factoren en de factor 22 zijn hier en in het vervolg weg- 
gelaten). f’(9) — — 2 R? cos 2z cos 20 + 2 82 (sin? $ — sin? z) 
COS 24 + 32 sin? 29, 

In drie gevallen zal nu f'(°) gelijk nul worden. I voor 


nn 5 IL voor 90; II voor 22sin?9== R? cos? u — 
(R2 — 82) sin z, 
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2 d2 
R2 


tan?e, is dus steeds negatief daar « >45° Voor $= En 


TRV OON et 5 heeft f”(6) hetzelfde teeken als ie 


wordt de vierhoek dus steeds een maximum. 

IL. Voor $—=0 is het teeken van f”(6) gelijk aan dat van 
en? 
Dart 
of minimum, naar gelang cot?z grooter of kleiner is dan 
peep 
Rien 

III. De derde vgl. zal slechts reëele waarden van ô op- 
leveren indien R?cos?z—(R?2—8)sin?z 0, i.e. indien 

Zn 

cot? De 
mumwaarde oplevert. 

Vindt men reëele waarden voor 6 dan wordt f”(9) steeds 
positief, gelijk gemakkelijk te verifieeren is. Men heeft dan 
twee minima. lets anders kon men moeilijk verwachten. 


— cot?z. In dit geval heeft men dus een maximum 


‚ dus alleen in het geval, dat $ — O0 een maxi- 


Laat men namelijk 6 veranderen van — 5 tot 5 en stelt 


men het veranderlijke oppervlak voor door de ordinaat 
eener kromme, dan 
heeft deze ongeveer 
de gedaante der hij- 
gaande figuur. [m- 
mers a priori was 
het duidelijk, dat, 
indien $=0 een 
maximum oplever- 
dein M,‚,er tusschen 
M, en M‚ (max. voor 


EDE > en tusschen M, 


en Ms (max. voor 
5) nog een minimum moest liggen, en juist voor deze minima 


worden de waarden van $ geleverd door vgl. III. Laat nu 
9 32 
R? 

ten slotte er mede samenvallen. Wat gebeurt er dan met 


ten laatste cot?z zeer weinig van 


gaan verschillen en 
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vgl. III, en wat met de kromme? De wortels der vgl. [II 
zullen steeds meer tot het nulpunt naderen en daarin 
eindelijk samenvallen. Geheel overeenkomstig bewegen 
zich de punten A en B naar elkaar toe en vallen ten 
slotte met M,‚ samen. Daar nu de raaklijnen in A en B 
twee opeenvolgende punten met de kromme gemeen hebben, 
zoo zal de raaklijn in het punt waar A en B zijn saam- 
gevallen vier opeenvolgende punten met de kromme gemeen 
hebben. Het gevolg hiervan is, dat de drie eerste afge- 
leiden in dat punt nul zullen zijn en eerst de vierde zal 
doen blijken, dat men in het onderhavige geval voor $ —= 0 
een minimum heeft. Inderdaad de 3e afgeleide: 4 R? cos 2z 
sin 29 — 4 32 sin 24 (sin? — sin? ez) + 3 32sin 44 wordt voor 
6— 0 aan nul gelijk; en f”@)—=2 R?cos 2z cos 29 — 82 sin? 26 — 
282 (sin24— sin? 2) cos2 4332 cos 44 wordt voor 4 0 gelijk aan 


2 
332 2 R2 sin? u(cot? u — he ofwel gelijk aan 3 22, is 


R? 
dus steeds positief en de vierhoek gaat door een minimum. 
Hiermede is het vraagstuk volledig opgelost. 

De verkregen resultaten zullen gemakkelijk in teekening 
kunnen worden gebracht. 


VRAAGSTUK 33. 


Elementair de volgende eigenschappen te bewijzen: In de 
hoekpunten van een tetraëder brengt men raakvlakken aan 
den omgeschreven bol; de verlengde zijvlakken in ieder hoek- 
punt bepalen op het overstemmende raakvlak drie door- 
gangen; de hoeken tusschen die doorgangen twee aan twee 
zijn aan ieder hoekpunt dezelfde. C. A. Cikor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, V. TH. VAN DER VEN. 
Oplossing van C. A. Cikot. 


Zijn ABC een zijvlak van het tetraëder, en AE en BE 
raaklijnen in A en in B aan den omgeschreven cirk l van 
ABC (m.a. w. de snijlijnen van het vlak ABC met de raak- 
vlakken aan den omgeschreven bol in A en in B), dan ziet 
men onmiddellijk in, dat / BAE == / ABE. Als AF en BF 
in het zijvlak ABD de raaklijnen zijn in A en in B aan 
den omgeschreven cirkel van ABD, dan blijkt dat men 
eveneens heeft: / FAB == / FBA. Door vergelijking van 
de drievlakkenhoeken in A en in B blijkt nu: / FAB = 
L FBE, waarmee het gestelde bewezen is. 

Voor eene niet-elementaire oplossing zie een opstel van 
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Meyer in Band 12 van het Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung. 


VRAAGSTUK 84. 


Binnen een gegeven driehoek een punt P te bepalen zóó dat: 

sin PAB. sin PBC. sin PAC == maximum. C. A. Crkor. 
Opgelost door C. A. CIKOT. 
Oplossing van C. A. Cikot. 

Door de drie lijnen uit P wordt iedere hoek van den 
driehoek in twee deelen verdeeld; dit geeft zes hoeken. 
Nu is ’t gemakkelijk te bewijzen, dat het product der sinus- 
sen van drie niet opeenvolgende hoeken gelijk is aan het 
product van de sinussen der drie andere; het product van 
de zes sinussen moet nu maximum worden; dit zal gebeuren 
als het product van de sinussen der deelen van iederen 
hoek afzonderlijk maximum is, tenminste, als dit bestaan- 
baar is met den aard van het vraagstuk. Laten we den 
hoek A verdeelen in twee stukken 4A—gB en JA 6, 
dan moet @ zóó zijn, dat sin (} A — 6) sin 4 (A + 9) maximum 
wordt. Sin (} A —)sin (} A + 9) == (cos 2 — cos A). Dit 
wordt dus maximum voor B==0, m. a. w. het gezochte 
punt is het middelpunt van den ingeschreven cirkel. 


VRAAGSTUK 35. 
Binnen een tetraëder een punt te bepalen, zoo dat het 
product van zijn afstanden tot de zijvlakken maximum is. 
C, A OEKO 
Opgelost door C. A. CIKOT, W. F. GISOLF. 
Oplossing van C. A. Cikot. 

Noem de zijvlakken van het tetraëder a, b, c'en d, en 
stel de afstanden van het gezochte punt tot die zijvlakken 
%, Y, # en u, dan heeft men: ax + by + cz J- du=30= 
constant. Nu moet waye, en dus ook abeduay?# maximum 
zijn, m.a. w. het product van de vier termen av, by, c2 en 
du, wier som constant is; dit heeft plaats als ax == by, enz, 
m.a. w. het gezochte punt is het zwaartepunt. 


Oplossing van W.F. Gisolf. 
Noemen we de afstanden van het punt P tot de zij- 


vlakken O,, Os, O3, O4, resp. dj, Udo, 43, d4- Tusschen deze 
grootheden bestaat de betrekking 


a,O, + d303 + 4303 + 140, = 3 I tetraëder — constant, 
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Van de grootheid a,dodsd, is het maximum te bepalen; 
of wat hetzelfde is van de functie a,0,. a905. 4303. a,0,. 
Van deze vier factoren is de som constant, zoodat het 
maximum verkregen wordt als a,0O, = 4303 == d303 == 440,5 
dus m.a.w. als elk der deelen gelijk is aan + van den 
tetraëder; en dus als a, == thi; agt hg; dz == Ah3s dj = 
}h‚, wat het geval is, als het punt P samenvalt met het 
zwaartepunt van den tetraëder. 


VRAAGSTUK 36. 


Bewijs dat in een parallelepipedum de som van de kwa- 
draten der zes diagonaal-vlakken gelijk is aan tweemaal de 
som van de kwadraten der zijvlakken. C, A. Cikor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, W. F. GISOLF, 
Oplossing van GC. A. Cikot. 


Alle bedoelde vlakken zijn parallelogrammen; het opper- 
vlak van een zoo’n vlak is dus gelijk aan het product van 
een ribbe en de bijbehoorende loodlijn. Snijdt men nu het 
parallelepipedum door een vlak loodrecht op vier even wijdige 
ribben, dan is de doorsnede een parallelogram; de vier 
zijden en de twee diagonalen zijn ieder loodlijn in een 
der bedoelde parallelogrammen; schrijft men nu de uit- 
drukking op voor het vierkant van het oppervlak in de 
twee diagonaalvlakken en de vier bijbehoorende zijvlakken, 
dan vindt men na optelling en toepassing in de loodrechte 
doorsnede van de eigenschap, dat in een parallelogram de 
som van de vierkanten der diagonalen gelijk is aan de som 
van de vierkanten der zijden, dat de som van de kwa- 
draten van twee diagonaal-vlakken gelijk is aan de som 
van de kwadraten van vier zijvlakken; dit nog tweemaal 
toegepast geeft, na optelling, de te bewijzen eigenschap. 


VRAAGSTUK 37. 


Bewijs dat in alle parallelepipeda beschreven op een stel 
toegevoegde middellijnen van eere ellipsoïde, de som van de 
kwadraten der diagonaalvlakken vonstant is; die som wit te 
drukken in de halve assen a, b en c. C., A. Cikor. 

Opgelost door C. A. CIKOT. 
Oplossing van GC. A. Cikot. 


In de Géométrie Analytique van Briot en Bouquet (in 
de 10e uitgave op blz. 480) wordt bewezen dat in de be- 
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doelde parallelepipeda de som van de kwadraten der zij- 
vlakken standvastig is (S= b2c2J-c2a2+-a?b2, als a, b en c de 
halve assen zijn). 

In verband met het vorige vraagstuk vindt men in al 
die parallelepipeda voor de som van de kwadraten der 
diagonaal-vlakken: 2 (b2c2 + c2a? + a2b2). 


VRAAGSTUK 38. 


Van bovenbedoelde parallelepipeda dát te bepalen, waarin 
iss a) het oppervlak, b) de som der diagonalen maximum. 
C. A. Cikor. 


Opgelost door CG. A. CIKOT. 
Oplossing van C. A. Cikot. 


a). Op de in het vorig vraagstuk genoemde plaats wordt 
de, trouwens zeer bekende, eigenschap bewezen, dat de 
inhoud van bedoelde parallelepipeda standvastig is. Van 
alle parallelepipeda nu die denzelfden inhoud hebben, 
heeft het rechthoekige het kleinste oppervlak (de kubus 
komt hier niet in aanmerking), en daarom heeft dat op de 
assen minimum-oppervlak. 

b). In een parallelepipedum is de som van de kwadraten 
der diagonalen gelijk aan de som van de kwadaten der 
ribben; deze laatste som is constant bij de bedoelde paral: 
lelepipeda, dus ook de eerste. Nu is de vraag tot dezo 
teruggebracht: de som van vier veranderlijke grootheden 
TL, Y, Z en w tot een maximum te maken, als die verbonden 
zijn door de betrekking: #2 + y? + 22 + u? = constant. 

Men heeft de indentiteit: 


vir haarden 
Bye HP UIP HY PH (EU HU 0), 
waaruit blijkt, dat in dit geval ” + y +24 maximum 
wordt, als #=y==z2=4; dit heeft plaats in eensrechie 
hoekig parallel-pipedum; voor de toegevoegde middellijnen 
moet men derhalve de assen nemen. 


VRAAGSTUK 89. 


Bepaal voor een ellipsoïde de plaats van de zwaarte- 
punten der tetraëders, waarvan elk tot hoekpunten heeft 
de uiteinden van drie toegevoegde middellijnen, en het 
middelpunt. CG. A. Crkor, 


Opgelost door C, A, CIKOT, 


27 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Laat de lengten van de halve toegevoegde assen a,, b, 
en c‚ zijn, dan zijn de coördinaten van het zwaartepunt 
van het grondvlak: ta, +b, en 4c,, en dus die van het 
lichaams-zwaartepunt: ta, 4b en 4e. De zwaarteliĳjn 


wordt derhalve analytisch voorgesteld door: y= in, 
1 


Om het snijpunt van deze lijn met de ellipsoïde te 
vinden combineert men bovenstaande vergelijkingen met 


die van de ellipsoïde op de bedoelde assen : zn — EE — - ln 
1 1 1 


Voor het snijpunt vindt men: x= Sa, V/3, enz. Hieruit 
blijkt, dat de bedoelde punten alle op het oppervlak van 
eene ellipsoïde liggen, homotethisch met de gegevene en 
concentrisch daarmede (verhouding = + V/38). 


VRAAGSTUK 40. 

Voor alle octaëders in een zelfde ellipsoïde, die tot diago- 
nalen hebben een stel toegevoegde middellijnen, is constant: 
a) de som van de kwadraten der ribben, b) de som van de 
kwadraten der drie diagonaal-vlakken, ce) de inhoud. 

OPA GLKOT 
Opgelost door C. A. CIKOT. 
Oplossing van C. A. Cikot. 


Als men nagaat dat zoo’n octaëder beschreven is in een 
parallelepipedum bedoeld in vraagstuk 37, dat zijn ribben de 
helften zijn van zijvlaksdiagonalen in het parallelepipedum, 
dat zijn diagonaalvlakken de helften zijn van zijvlakken 
van het parallelepipedum, en zijn inhoud ==} van dien 
van het parallelepipedum, dan blijkt, in verband met de 
bekende constanten in de parallelepipeda op toegevoegde 
middellijnen, de waarheid van de te bewijzen eigenschappen. 


VRAAGSTUK 41. 


Men snijdt een scheeven cirkelkegel door vlakken, welke 
aile de hoogtelijn bevatten. De driehoeken, welke hierdoor 
ontstaan, hebben eenzelfde orthocentrum; hunne lyjnen van 
Euler zijn beschrijvende lijnen van eenzelfden cirkelkegel; 
hunne negenpunts-cirkels liggen op éénen bol. 

C, A, Crkor, 
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Opgelost door C. A. CIKOT, H. v. DINTER, W. F. GISOLFE. 
Oplossing van C. A. Cikot. 


De bases van bedoelde driehoeken gaan alle door de 
projectie van den top op het grondvlak; het product van 
de stukken, waarin dat punt die basis verdeelt, is constant, 
dus is ook constant het product van de stukken waarin 
dat punt de hoogtetijn (verlengd tot ze ten 2den male den 
omgeschreven cirkel van zoo’n driehoek snijdt) verdeelt, 
waar weer uit volgt dat de afstand van het orthocentrum 
tot de basis standvastig is. 

De middens van de bases liggen alle op één cirkel 
(middens van cirkelkoorden door eenzelfde punt); nu vindt 
men het zwaartepunt van zoo'n driehoek door van de lijn, 
die den top met het midden der basis verbindt, het & te 
nemen van af dien top; daaruit blijkt dus, dat die zwaarte 
punten op één cirkel liggen, wat (in verband met het 
onveranderlijke orthocentrum, weer geeft dat de lijnen van 
E. beschrijvende lijnen van een cirkelkegel zijn. (Bovendien 
blijkt dat de middelpunten der omgeschreven cirkels en 
die der negenpunts-cirkels op cirkelomtrekken liggen). 

De middens van de opstaande zijden in alle bedoelde 
driehoeken liggen op één cirkel evenwijdig met het grond- 
vlak; alle negenpunts-cirkels hebben dus met dien cirkel 
twee punten gemeen; bovendien gaan ze alle door het 
voetpunt der hoogtelijn, (die cirkels gaan ook alle door het 
midden van de lijn top-orthocentrum), daarom liggen ze op 
den bol, welke door bedoelden cirkel en dat voetpunt gaat; 
(dit was ook te bewijzen uit de eigenschappen: dat de 
omgeschreven cirkels van bedoelde driehoeken op één bol 
liggen, het orthocentrum standvastig en gelijkvormig- 
heidspunt is voor omgeschreven cirkel en negenpunts- 
cirkel, verhouding = 4). 

Oplossing van H. van Dinter. 


1. Men beschrijft om den kegel een bol. Het stuk der 
hoogtelijn begrepen tusschen grondvlak en boloppervlak, 
uitgezet op de hoogtelijn aan de andere zijde van het 
grondvlak bepaalt voor elken driehoek het hoogtepunt 0. 

2. Zij P het voetpunt der hoogtelijn, dan is de meet- 
kundige plaats der middens van alle koorden van het grond- 
vlak door P een cirkel op middellijn PM (M is middelpunt 
grondvlak). De meetkundige plaats van het middelpunt C 
der omgeschreven cirkels van de driehoeken is dus even- 
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eens een (gelijke) cirkel, daar MC = 4 TO(T is top van den 
kegel) == constant. O is een vast punt derhalve is OC be- 
schrijvende lijn van een cirkelkegel. 

3. Evenals de omgeschreven os der driehoeken alle 
liggen op den omgeschreven bol van den kegel, zoo zullen 
ook hunne negenpunts-@s alle liggen op den bol, wiens 
straal de heift is, en wiens middelpunt ligt in ’t midden 
van OC. Hiertoe hebben we alle vectoren van uit het 
hoogtepunt tot op de helft in te krimpen. 


VRAAGSTUK 42. 


Gegeven een willekeurige vierhoek ABCD. S is het sni- 
punt der diagonalen. Men neemt CE == AS, BF == DS, 
waarbij E op AC en F op BD. — Bewijs dat het zwaarte- 
punt: van vierhoek ABCD samenvalt met dat van driehoek EES, 

C., KREDIET. 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER, H. v. DINTER, 
ORE DER ln Ve Hee ALVE, 
A 


Oplossing van CQ. Krediet. 


Zij M het midden van AC, dan is zij ook het midden 
van SE, zij N het midden van BD, daa is zij dat ook van 
SF, Voltooi het parallelogram SMPN, dan ligt P op EF 
en wel midden tusschen E en PF. SP is dus een lijn, die 
het zwaartepunt van A SEF bevat, en wel S4 == 2 SP, 

Het zwaartepunt van den vierhoek vinden wij door twee 
lijnen evenwijdig aan de diagonalen te trekken, die SM 
en SN verdeelen in verhouding van 2 tot 1. Deze lijnen 
gaan beide door 4, waarmede het gestelde bewezen is. 


Oplossing van Mej. J. Bleeker, 


Het zwaartepunt van vierhoek ABCD ligt op de ver- 
bindingslijn van de zwaartepunten van de AA ADC en 
ABC. Het zwaartepunt van A ADC valt samen met dat 
van ADSE, want A DSE ontstaat door van AADC de 
gelijke AA CED en DSA af te nemen, die aan verschillende 
kanten van het zwaartepunt en op gelijke afstand er van 
liggen. Evenzoo valt het zwaartepunt van A CBA samen 
met dat van A BES. Het zwaartepunt van vierhoek 
ABCD ligt dus op de verbindingslijn van de zwaartepunten 
van de AA ESD en ESB, hierop ligt ook het zwaartepunt 
van A BED, maar daar A BED hetzelfde zwaartepunt heeft 
als AEFS (omdat weer AEFS ontstaat uit A BED door. 
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aftrekking van de gelijke A BEF en ESD, die op gelijken 
afstand liggen van het zwaartepunt), ligt ook het zwaarte- 
punt van A EFS op de verbindingslijn. 

We kunnen nu echter ook zeggen, het zwaartepunt van 
vierhoek ABCD ligt op de verbindingslijn van de zwaarte: 
punten van ABCD en A BAD, en als we bovenstaande 
redeneering volgen, vinden we ten slotte, dat ook op deze 
lijn het zwaartepunt van A CFA moet liggen, en daar dit 
samenvalt met dat van A EFS, ligt het laatste ook op die 
lijn. Daar het zwaartepunt van AEFS ligt op de twee 
lijnen, zal het in het snijpunt van de lijnen liggen; even- 
zoo het zwaartepunt van vierhoek ABCD; hieruit volgt 
dat het zwaartepunt van À EFS samen valt met dat van 
vierhoek ABCD. 


Oplossing van G. L. V. H. de Lawe. 


Trek in de driehoeken BCD, ABD, ABC en ACD de 
medianen CL, AL‚en BM, DM, dan is CZ, = °/, CL, AZ 
AL, BZ3=2 BM, DZ, =4 DM. Zi, Zo Ze Zan 
zwaartepunten van die driehoeken. Het zwaartepunt van 
vierhoek ABCD ligt zoowel op 4,45 als op Z34,. Het snij- 
punt is dus zwaartepunt van vierhoek ABCD. 

Nu is punt M zoowel het midden van AC als van SK 
en punt L is het midden van BD en van SF. De lijnen AC, 
BD, Z3Z,, 2129 vormen het parallelogram ZGHS, want Z34Z, 
is evenwijdig aan BD, Z,Zs evenwijdig aan AC (H op AC, 
G op BD). HG en SZ deelen elkaar dus middendoor. 

Ä ZsMZ, » A BMD, maar dan ook A MZsH » /\ MBS, 
dus MZ3: MB =1:38=MH: MS. 

Evenzoo A LZ,Zs » A LAC, maar dan ook A LZ9G wo 
ALAS SAUS Loet err 

We vonden SH == 4 MS == 4 SE, 

bien else ein | 

Hieruit volgt HG is evenwijdig aan EF, en daar SZ HG 
halveert, halveert ze ook EF, dus SZK is mediaan van 
/\ SEF, 

Daar SH ==! SE, SG = 1, SF is SHG o/\ SHEER 
dan ook A SOH » A SKE. 

Dan is SO ==, SK, maar SZ 280, dus SA 
zoodat Z zwaartepunt van SEF is. 

le oplossing van F.J. Vaes. 


De in de 2° afl, 2en jaargang W.T. onder Boekbespreking 
vermelde „Vektorenrechnung” van E. Jahnke, geeft aan: 
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leiding tot de volgende oplossing. Zooals bij de bespreking 
vermeld is, beteekent 

2B + 3C = 5D, 
dat in D de resultante 5 aangrijpt van een kracht 2 in B, 
en een kracht 38 in C. 

Het zwaartepunt Z van een driehoek ABC valt samen 
met dat van drie gelijke gewichten in de hoekpunten ge- 
plaats, dus is 

S4=AHBHC, 

De vierhoek ABCD wordt door diagonaal BD verdeeld in 
twee driehoeken, met Z, en Zs als zwaartepunten. 

Dus is SZB D, 

3Z9=C + BD. 

Noemt men de oppervlakken der driehoeken 3, en 335, 
dan werken Z, en Zy krachten evenredig met 3, en 33, 
zoodat voor het zwaartepunt Z van den vierhoek: 

43 Zj + 23 Zo, 
is, als ò =d, + 33. 
Schrijft men: 
8548 (ABHD) + 33 (C + B + D), 
of 334—=3(A HBC D) — (3, A, + 330), 
dan stelt de aftrekker het snijpunt S der diagonalen voor. 

Jahnke toont dit aan, door diagonaal AC te trekken; 

men vindt dan 

334—=3(AHBHCHD) — (8, B 43, DD)... (1) 
als 3, en à, de oppervlakken van A ABD en CBD voor- 
stellen. 

Blijkbaar is dus 

jd Od RE APN VER (2). 

Het 1° lid is een punt op AC, het 2° een punt op BD, 
bijgevolg beide het snijpunt S dier lijnen. 

Men kan ook opmerken, dat een massa 3 in A, en een 
massa 335 in C hun zwaartepunt in S zullen hebben. 

Omiddellijk ziet men, dat 

E ==, A +3 C, en 
F=ò B tè, D; 
het zwaartepunt Z! van A SEF is dus te vinden uit: 
3SZI (BA H 330) + (33 AHO) + (A4 B + 33 D), 
of 33Zi—=3(AHBICHD) (BD)... (3). 
Wegens de gelijkheid (2) blijkt Z! samen te vallen met 4. 
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2e oplossing van F.J. Vaes. 


De zwaartepunten Z, en Zo van A ABD en CBD liggen 
op een lijn // AC, die BD snijdt in een punt G, zoodanig, 
dat SG =24 SN, als N het midden van BD is; dus Dos 
1 SF. 

Evenzoo liggen de zwaartepunten Z3 en Z, van A ABC 
en ADC op een lijn // BD, die AC snijdt in een punt Ll, zoo- 
danig dat SI = SE. 

Het zwaartepunt van den vierhoek ligt dus op 2 lijnen, 
die het zwaartepunt van A SEF bepalen. 


VRAAGSTUK 48. 


Wanneer in het zwaartepunt Z van een vierhoek ABCD 
vier krachten aangrijpen, in richting en grootte voorgesteld 
door ZA, ZB, ZC en ZD, dan zal de resultante worden aange- 
geven door ZS, waarbij S het snijpunt der diagonalen. 

C, KREDIET. 


Opgelost door H. v. DINTER, C, KREDIET, 
GL. V.H. DE LAIVE EJ. VALS: 


Oplossing van CG, Krediet. 


De resultante van ZA en 4C (de figuur van vraagst.42 wordt 
bedoeld) wordt voorgesteld door 2maal ZM, de resultante 
van ZB en ZD door 2maal ZN. Is O het midden van 
MN, dan is dus de resultante der 4 krachten ZA, ZB, ZC en 
ZD, gelijk aan 4 keer ZO. Nu ligt O op de lijn SP en 
onmiddellijk is uit de figuur af te leiden ZS == 4 40. 


Oplossing van G. L. V. H. de Lawe. 


Resultante der krachten 4B en ZD is 2 ZL. 

Resultante der krachten ZA en ZC is 2 ZM. 

Construeeren we nu het parallelogram, waarvan ZM en 
ZL 2 aaneensluitende zijden zijn, dan loopt diagonaal ML 
evenwijdig aan EF (zie vraagstuk 42) en valt de 2e diago- 
naal langs ZS. | 

In verband met vraagstuk 42 vinden we nu: 


SZ — AEK SO, = ASK 
SO, = }SK SO — JSK 
0,4 == L SK, HEN nn # SK. 


Nu blijkt dat 0 het 4e hoekpunt van ons parallelogram 
is, SO is dus resultante van krachten ZL en ZM. 
SZ4—=2S0 is dan resultante van krachten 2 ZL en 2 ZM. 
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le Oplossing van F.J. Vaes. 


Wanneer men vergelijking (1) in de voorlaatste oplossing 
van vraagstuk 42 vermenigvuldigt met het punt 4, komt er 


S8[ZZ4] =d {ZA + [ZB] + [Z4C] + [ZD] — 3 [ZS] |. 


Hierin stelt [ZA] den vector van Z naar A voor. De 
uitdrukking tusschen accolades is dus de resultante der 
vier vectoren van uit Z naar de hoekpunten, en daar (42 
nul is, vindt men 

8 X de resultante — à X den vector van Z X Z, 
of resultante — de lengte ZSY). 


Ze oplossing van F.J. Vaes. 


De krachten ZA enz. kunnen worden ontbonden in. 
krachten SA enz. en 4 krachten ZS. 

Stelt men de krachten SA enz. samen met behulp van 
een krachtenveelhoek, door met SA te beginnen, AG //en 
OG ens OOH =D te trekken, dan 
gaat HI door E,‚ en is EI = SF, zoodat volgens het vorige 
vraagstuk de resultante SI door 4 loopt, en is gelijk aan 
3 X 54. Met de vier krachten ZS samengenomen, geeft. 
dit als totale resultante ZS. 


VRAAGSTUK 44 


Een koordenvierhoek te construceren als gegeven zijn: de 
straal des cirkels, de som van twee overstaande zijden, een 
der andere zijden en den hoek tusschen de diagonalen. 

C. KREDIET. 
Opgelost door Mej. J. BLEEKER, H. v. DINTER, 
ee lSOnN ee SK REDIEL sGr V.-H. DE 
le Dee ed ee Var de VEN: 
Oplossing van C. Krediet. 

Laat gegeven zijn a, b—+ d, R en de hoek « der diago- 
nalen tegenover a. Beschrijf den cirkel. Zet hierin de 
koorde a. Zet aan het eene einde van a den hoek 180° — a, 
zoo zal de koorde, hierdoor verkregen, de overstaande zijde 
Cc zijn, want hoek « is gelijk aan de helft der bogen door 
a en c onderspannen. De lijn, die de uiteinden der beide 
koorden verbindt, is de zoogenoemde derde diagonaal g 
van den koordenvierhoek. De driehoek met b, d en g als 
zijden is nu gemakkelijk te construeeren, aangezien de top- 
hoek tegenover g geliĳĳk is aan z. Hiermede zijn de 4 zijden 

1) De vectorrekening is ook toegepast bij vraagstuk 53, bl. 45. Daar 
is nog een andere oplossing gegeven van vraagstuk 42. 

Vraagstukken W.T. 2e Jaargang. 3 
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des vierhoeks bekend. Het zal duidelijk zijn dat b + d> g, 
doch kleiner dan g:sin« moet wezen. 


Oplossing van V. Th. v. d. Ven. 


Analyse. Zij ADCB de koordenvierhoek, waarin AD + 
BC=S, AB==a. Maak boog AE=DC, dan is A ARC 
SA ADC want AB == DO, LL AEC £ ADC Nn 
L DCA, dus AD == KC. Verder weten we, dat L APB == 1/, 
van boog AFB + DGC,en / ECB =!/, van AFB + AHE, en 
boog AHE — boog DGC, dus £ ECB == hoek der diagonalen — 
den gegeven hoek. Van A ECB kennen we nu de som der 
opstaande zijden, den tophoek, en den straal van den omge- 
schreven cirkel, dus is die driehoek te construeeren ; daar- 
uit vinden we de 2 zijden, waarvan de som gegeven is, 
en nu is de constructie te volvoeren. 

Constructie. . Met R als straal construeer ik een cirkel. 
Hierin maak ik in een willekeurig punt van den omtrek een 
hoek —=g. Met BE als basis, S als de som der opstaande 
zijden en « als tophoek construeer ik een A; daardoor 
vind ik BC en EC. In een willekeurig punt B pas ik a 
als kcorde af; van uit A en B pas ik daarna EC, en BC 
als koorde af; verbind D met C, dan is dit de gevraagde 
koordenvierhoek. 

Het bewijs volgt uit de constructie en analyse. 


VRAAGSTUK 45, 


Een drievlakshoek te construeeren, als gegeven zijn: een 
zijde (b), de hoek B over die zijde, en de sam der beide 
andere zijden (a en c). C. KREDIET. 


Opgelost door C. KREDIET. 
Oplossing van C. Krediet. 


Zij TABC de op het 
zijvlak TAB uitgeslagen 
drievlakshoek. Nemen 
wij op de ribbe TC het 
punt P. Zooals bekend 
is zal dan « de projectie 
van P op het vlak van 
teekening zijn, indien wij 
de zijvlakken TCB en 

€ TCA weder oprichten, 
als nl. Pa t TA enPu | TB. Hieruit weten wij dat z in 


de loodlijn, uit P op TA neergelaten, zal liggen. 
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Aangezien / PAT =90° ligt B op den cirkelomtrek, 
waarvan PT middellijn is. De bekendheid met den stand- 
hoek B maakt dat wij weten P'8:fa—=l1l:cosB. Hieruit 
volgt, dat de meetkundige plaats van « een cirkelomtrek 
is, die door P’ gaat, en waarvan het middelpunt op PT 
ligt. BM is dus evenwijdig aan eN. Het punt N is daar- 
door bekend, en daarmede het punt ez. De verdere con- 
structie wordt aan den lezer overgelaten. 


VRAAGSTUK 46. 


Blythe maakt bj zijn bewijs (zie Uit Bwitenl. Tijdschr. 
bl. 179, Len jaarg.) gebruik van de stelling van Pascal; hoe 
zou men omgekeerd de hyperboloide met eén blad kunnen 
gebruiken om de genoemde stelling wit stereometrische be- 
schouwingen af te leiden? Dr. N. Quint. 


Opgelost door Dr. N. QUINT, 
Oplossing van Dr. N. Qwint. 


We gebruiken de stelling der analytische meetkunde, 
dat een lijn, die op drie kruisende lijnen P,, Ps, Ps rusten 
blijft, een oppervlak van den tweeden graad beschrijft. 

Zijn nu ®4, Po, P3 drie standen der bewegende lijn. Een 
willekeurig vlak V snijdt de genoemde 6 lijnen in A, 
B, C, D, EH, F, wat dus 6 punten eener kegelsnede zijn. 

Zijn de snijpunten van 

Ero Dart. FA sn CDL, 

Ps; en- Ds -y, AB en DE. M, 

Fever inz BC en EF N, 
dan liggen: 


x,y, L in de vlakken (P,, p3) en (Ps, po), en zijn collineair. 
Y, & M ON » (Ps, P.) en (P3, 73) ” ” ” 
2 %, N jede, ” (P3, p9) en (P, pj) _» ” » 

L, M, N, de snijpunten der overstaande zijden van een 
ingeschreven zeshoek zijn dus te beschouwen als de punten 
. waar de zijden van A xyz het vlak V snijden, en moeten 
derhalve collineair zijn. 


VRAAGSTUK 47. 


Als men in een koordenvierhoek uit het snijpunt der diago- 
nalen loodlijnen trekt op de (wier) zijden, en de achtereen- 
volgende voetpunten twee aan twee vereenigt, krijgt men een 
woetpunts)-vierhoek, waarin de hoeken gehalveerd worden 
door genoemde loodlijnen, terwijl in dien vierhoek een cirkel 
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kan beschreven worden, waarin ’t middelpunt ’t snijpunt der 
diagonalen van den koordenvierhoek is. Bewijs dat. Wan- 
neer gaat die „voetpuntsvierhoek” over in een driehoek. 
W. H. WiIsseLINK. 
Opgelost door O. BENING, Mej. J. BLEEKER, Mej. A. W. 
BLOMHERT, G. L. V. H. DE LAIVE, V. Th. v. d. 
VEN, W.H. WISSELINK. 
Oplossing van W. H. Wisselink. 


Zij de koordenvierhoek ABCD, ’t snijpunt der diago- 
nalen S, de voetpunten van de loodlijnen uit S op AB, 
BO, CD en DA respectievelijk A,, B,, Coen .De, dais 
Ä» B, CD, de voetpunts-vierhoek. 

Nu is gemakkelijk in te zien. dat AA,SD, een koorden- 
vierhoek is, waaruit volgt, dat / A‚D‚S = L A„AS, terwijl 
op soortgelijke manier blijkt, dat {GDS == {CDS is. 
Daâr “nu { A,AS =/0,DS "is, 18 OOK LAD 
op analoge manier toont men aan, dat de andere Jood- 
lijnen de andere hoeken van den voetpuntsvierhoek hal- 
veeren. ‘En hieruit volgt onmiddellijk, dat S het middel- 
punt is van den cirkel, in dien vierhoek beschreven. 

Opmerkingen. Het kan gebeuren, dat een der voetpunten 
buiten den cirkel valt; aan den lezer zij overgelaten, aan 
te toonen, dat nog een voetpunt buiten den cirkel valt, 
en te onderzoeken of ook dan een cirkel in dien „vier-_ 
puntsvierhoek” kan worden beschreven. 

Verder verdient opmerking, dat, als wij SA, = la, SB) = 
hb, SC,=le en SD, =l4 noemen, we hebben (AB = a, 
BC =b, CD ==c en DA =d zijnde): a Xl, =b X la = CX 
Le fli! X lj enz. 

Oplossing van 0. Bening. 

Zij ABCD de koordenvierhoek, EFGH de voetpuntsvier- 
hoek, welke ontstaat door uit het snijpunt S der diagonalen 
loodlijnen op de zijden neer te laten en de vooUD DEE te 
verbinden. 

Vierhoek AKESH is een koordenvierhoek, waaruit volgt: 

HAS ene 
Op dezelfde wijze vindt men: 
ik 
doch daar de / / SBF en HAS gelijk zijn, als staande 
op den boog DG, zoo is 
LOEE =S , HES; 
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de loodlijn ES deelt dus / E van den voetpuntsvierhoek 
midden door. Zoo zullen de loodlijnen SF, SG en SH 
respectievelijk de LL F, G en H halveeren. Het snijpunt 
S dezer vier loodlijnen is dus evenver verwijderd van EF, 
FG, GH en HE, en dus het middelpunt van den inge- 
schreven cirkel van vierhoek EFGH, 

De vierhoek EFGH gaat over in een driehoek, wanneer 
RES kob wordt dus. HES == DAE = 90°, m.a.w. 
wanneer DC gaat door’ het middelpunt des cirkels. 


VRAAGSTUK 48. 


Als de wortels van de vergelijking x° — a; 2? + ag 1 — ds 
—0 de zijden zijn van een (scherphoekigen) driehoek, vraagt 
men in a, As en az uit te drukken: le den omtrek, en Ze 
het oppervlak van den voetpuntsdriehoek diens driehoeks. 

W. H. WisSELINK. 


Opgelost door W. F. GISOLF, G. L. V. H. DE LAIVE, 
W. H. WISSELINK. 


Oplossing van W.H. Wisselink. 


“Noemen we de voetpunten van de hoogtelijnen in een 
(scherphoekigen) driehoek ABC, uit A, B en C getrokken, 
Bb em Ore Meehet middelpunt van den cirkel om 
A ABC, dan is A‚B‚C, de voetpuntsdriehoek, terwijl de 
stralen AM, BM en CM volgens een bekende eigenschap 
respectievelijk loodrecht staan op B‚C,, AvC;en A„Bo. Ver- 
eenigen we nu M met A, B, en C,, dan is gemakkelijk 
te zien, dat: 

Opp. A ABC = } omtrek voetpuntsdriehoek \ R, 
Orr 
EREA HDE 


Verder kunnen we langs verschillende wegen het Opp. 
van den voetpuntsdriehoek uitdrukken in dat van \ ABC, 
bijv. aldus: A AB‚C, = cos? A X A ABO, enz.; daardoor 
vinden we: 

Opp. A AvBrC) = (1 — cos? A — cos? B — cos? CO) X 0 = 

Ee X 0 = 
402 402 
Gend 


b2c2 ac? 


(EERE vri Kz0 


a? b2 c? 


of: omtrek voetpuntsdriehoek = 
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Nu volgt uit de eigenschappen van de wortels eener 
hoogere machtsvergeliĳjking, dat wij hebben: 
adbd-e=a,…(P), ab Hac H be==az.….(Q),en abe =az … (R). 

Nuis: O=Ws(s—d)(s—b)(s —c) = 

Vis (At Det C)St (GOE beh be) s* — abe s} = 
Va, hai — hars + 4 dg — 03) = 
1 Wa, —a® + ta, dp — 8 43). 
Dus: omtrek voetpuntsdriehoek = 
802 a, (—ay® + 4 9, 49 —8 d3) 
abo 9 ds 
Uit (P) en (Q) volgt: a? + b2 + Cc? =a,2 —2as. 
Dus: Opp. voetpuntsdriehoek = 
(arn 0) GEGE Oda a EN 
À 8 a3? | 
Wa, (— 44° + 4 a, a9 —8 q3). | 
Opmerking verdient, dat de omtrek eens voetpuntsdrie- 


hoeks staat tot dien van den driehoek als de straal des 
ing. tot dien des omg. cirkels, of sl:s=r:R. 


Oplossing van G. L. V. H. Laive. 


Als de wortels van de vergelijking #3—a, 1? 4 ag — d3 =0 
zijden zijn van een (scherphoekigen) driehoek, en we noemen 
die zijden a,b,c dan weten we de volgende gelijkheden : 


== Hb +, 
dg = ab + ac + be, 
dz = abc. 


Zijn de zijden van een een driehoek a,b,c, dan zijn de 
zijden van den voetpunts-driehoek 


c(a? -b2—c). bla?de2—b), a (b? Jd) 


2ab ) 2ac Gj 2be ' 
Voor den omtrek vinden we dan 
ar (b2 JC? — 02) + be (a? J- 2 — 2) He C* (A2 HDE CN 
2abe Re 
2a?b?H2a?ec? 27e —at—bt—ct 
2abc. CE 


atbdCe=d;. 
a? Hb? HC? H 2 (ab Hac + be) — 01? 
at Hb? He? == aj? —2 as, 
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atd bt Het H 2(a?b? Ha? Cc? Hb? 2) = (a,* — 2d)... I 
ab + ac +-be == A9, 
az b2 + ae? + bee? + 2abe (a + b + C) = a}, 
az be + a? ec? + b2e? =ar —2a, q3. 
—at— biet — 2 (a? be Jae? H bee) = — (aj? — 20) 
| 4(a?b? daPet be”)  4a9*—8a, 03 
D(a2bEHate? dbi at biet =d 0 ta, — Ba As — a 
De omtrek van den voetpuntendriehoek is dus 
a, (4 a, ag — 8 d3 — 44°) 
EEN 
Het oppervlak volgt uit de formule 
Vs(s—a)(s—B)E—y). 
Hierin is s bekend en uitgedrukt in a,, 45, 43 ; we gaan 
echter tot den niet-herleiden vorm terug om ($— 4) 
(s— fB) (s—7y) te kunnen herleiden. 


A ln a a el do rn oe 


4 A3 
det) ae) 
Nn 
dd al 
da nT 


of na eenige herleiding 
2a? b? Zie at Cl b* J ct (c? —J a? — b%) (c3— a? JL b°) 


to 4 as 

BB ac? —aqt en Dn de MN Cn mnd ln ln al 0 
| 4 ds kas 

gi le an a mt en 
4d; 4 ds 

VED Dj EEND Oet) 


8 a3 Waz 
Zij nu a? + b2 + *=g, dan is 
2 —_… 93 B OA 
A neren en (q — 2 ae 7 (q — 24?) 
(q — 2e?) (q — 262) (q — 202) = q* — 2 (a? + DET C2) 97 
_d Ma2D2 A AZ C2 HH) g — Bab == 


? 
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Vervang q door den vorm a,? — 29, 
dan vinden we W{s— u) (s — B) (s — y) = 
— (a? — 2 49)? +- 4 (ag* — 2 ay q3) (ay° — 24) — 80 


8 as Was 
dt (ay? —2 ap) (4 a, do — 8 dz — 1) — 8 Agt 
8 a3 Vaz 
q—@ a (4 a4 Ay 80) 
4 da 


dus oppervlak —= Ws(s— u) (s — B) (s — 7) = 
[a, (a,* — 2d) (4a, do — 8 dg — 41°) — 80% Wia kar ag — Sag — 0) 
16 a3° 
VRAAGSTUK 49, 

Als de wortels van de vergelijking x*—a, 13 + dg V-—dg 
+a,=0 de zijden zijn van een koordenvierhoek, vraagt 
men in a;, do, dz en a, wit te drukken den straal van den 
cirkel, om dien vierhoek beschreven. W. H. WiISSELINK. 

Opgelost door O. BENING, Mej. J. BLEEKER, W. EF, 

GISOLF, G. L. V. H. DE LAIVE, W. H. WISSELINK. 

Oplossing van W. H. Wisselink. 

Noemen we de zijden van een koordenvierhoek a, b, c 
en d, dan kan langs verschillende wegen bewezen worden, 
dat wij hebben: 


(ab + cd) (ac + bd} (ad + be) 


Straal omg. cirkel = 4 Ve BEPSTER 


Uit de gegevens volgt: 
ab pact add be Hd Halma, ROET 
abe + abd + acd + bed = àz...(3), en abed=a,...(4). 
Nu is: 
(ab + cd) (ac + bd) (ad + be) = 

(al H- D2 LH C2 KN abed a a2b2e? + a2b2d? + a2e2d? + b2e2d?). 

Uit (1) en (2) volgt: a? + b2 HC? + d2 = a,* — 2 da. 

a (3), (2) en (4) volgt: a?b2e? + a2b2d? + a2e?d? + Died 
Og — 2 Ag U. 

Verder is: 

(Ss —a) (s—b) (s—c) (s—d) = 
— (adh Het d) 5? + (ab Hac + ad + be J- bd + ed) 82 — 
(abe + abd + acd + bed) s +abed= 
Ts U Ht U Ag kj Az + A: 
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Uit ’t bovenstaande zullen we nu vinden: 
gk A? dy, — 4 Az D, + A3? 
Straal omg. cirkel -/ EL TE 
Oplossing van W. EF. Gisolf. 
Noemt men de vier zijden van den vierhoek opeen- 
volgend 2,,%5,%3,%4/, en beschouwt men den driehoek gevormd 


door x,,%, en den diagonaal y,, dan is de inhoud 1, van 
dezen driehoek 


of de inhoud van den vierhoek is 
pe (Hy Ls 43 4). 
Door den vierhoek uit de 2 andere driehoeken samen- 
gesteld te denken, verkrijgt men 


Yo 
Tg @ DL, F- Da L3), 


f ERNI pe 
ik i= 16 R2 (7, Lg a %3 %) (2, ij el Lg %3), 


of 2 (Hi LB + Lo Li) (Li Lo H- L3 Li) (Wij Ka H- Li %). 
Eon 
$ iT ee HRD 
en daar Wren 5 Tas 


js de straal geheel uit te drukken in symmetrische functies 
van de wortels en dus in de coëfficienten. 
Men krijgt voor den term in den teller: 


lr ve ad 1 1 1 EEE 
2 b2 2 d? dan oe 
a? b2 2d (5 potte) + abed a bt? Hd). 
Men A dan rn ME 

wss zat re It) taza Haf +ara, 


Hd PED 
— 04 Al an 
as* + A2 A, — 4 059 04 
— At H- 404? Ag — Ba, A3 H- 164, 


en dus is R?2 == 
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VRAAGSTUK 50. 


In een willekeurigen vierhoek ABCD laat men wit de 
hoekpunten loodlijnen AA, BB, CC, en DD, op de diago- 
nalen neer, en verbindt de op elkaar volgende voetpunten. 
Vergelijk den vierhoek A,B,‚C,D, met vierhoek ABCD. | 

W. H. WrISSELINK. 


Opgelost door O. BENING, Mej. J. BLEEKER, 
G. L ViH. DE GAIVE, Ve Three 
W. H. WISSELINK. 


Oplossing van W.H. Wisselink. 


Noemen we het snijpunt der diagonalen van een wille- 
keurigen vierhoek ABCD S, en onderstellen we, dat / ASB 
scherp is (= a bijv). 

Trekken we uit de punten A, B, C en D loodlijnen AA,, 
BB,, CC, en DD;, en vereenigen we A, met B,, B, met C,, 
enz, dan vindt men gemakkelijk: 

le dat AB, BC, C,D, en DA, respectievelijk anti- 
parallel loopen met AB, BC, CD en DA; 

2e dat van den voetpuntsvierhoek LA,=LA, LB, = 
LB, LO, =LGC, en dus (D,=LD is; 

3e dat vierhoek ABCD, gelijkvormig is met vierhoek 
ABCD; 

de dat, als men de richting ABCD positief noemt, de 
richting er negatief is; 

LD EEn 
AB BC CD DA d 

6e dat opp. [] A,B,C,D, = opp. [] ABCD X cos? a is; 

7e dat, als men in (JA,B,C,D, uit de hoekpunten lood- 
lijnen Are BB, C,Cs en D‚D, op de diagonalen neerlaat, 
de [] A…B5C,D, gelijkvormig is met ABCD, terwijl de 
zijden twee aan twee evenwijdig loopen met die van 
[) ABCD. 

Enz. 


Oplossing van 0. Bening. 

Zij ABCD de gegeven vierhoek, AA,, BB, CC‚, DD, de 
loodlijnen uit A, B, CG en D op de diagonalen neergelaten ; 
door de voetpunten achtereenvolgens te verbinden ont- 
staat de vierhoek A,B,C,D,. 

Vierhoek ADA,D, is een koordenvierhoek, waaruit volgt: 

L DAC =180P— (DA, Dj =D RAT On et 
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evenzoo vindt men: 
RDA NE ON gekneed etde eht el (B). 

Uit (1) en (2) volgt: 

DAD A 
Op dezelfde wijze: 
RADE Er AS DIG 
L ABC == ABO, 
L BCD == L BCD, ; dus: 

de hoeken van vierhoek ABCD zijn gelijk aan de hoeken 
van vierhoek A,B,C,D,. 

In A ADE heeft men: AD: A,D, = AE: A,E, (E snijpunt 
der diagonalen), waaruit volgt dat A‚D, antiparallel is ten 
opzichte van AD. 

Hetzelfde geldt voor de andere zijden, dus: 


de zijden van vierhoek A‚B‚C,D, zijn antiparallel ten 
opzichte van de zijden van vierhoek ABCD. 
Verder vindt men: 
opp. DAC : opp. D,A,C, = AD?: A, D,?, 
opp. DCB : opp. D,C,B, = AD2: A, Di”, 
waaruit volgt: opp. vierh. ABCD : opp. vierh. A,B,C,D; = 
AD?: A,D‚? = AE?: A, E?. 
In A AA,E is ee sec. P (dis / DEA), 


AE 

opp. ABCD 
opp. BOD, — SEC“ P; M. A. W.: 

het opp. van vierh. ABCD == opp. vierh. A,B,C,D; ver- 
menigvuldigd met het vierkant van de Secans van den 
hoek, waaronder de diagonalen elkander snijden. 

Gemakkelijk vindt men nu: 

Omtrek vierh. ABCD =omtrek vierh. A,B,C,D, verme- 
nigvuldigd met de secans van denzelfden hoek. 

Laat men uit A, B,,C,, D, wederom loodlijnen neer op 
de diagonalen, zoo ontstaat een vierhoek, waarvan de zijden 
evenwijdig loopen aan die van vierhoek ABCD. 


VRAAGSTUK 51. 


Ken gelĳjkzijdigen drievlakkenhoek te construeeren, gegeven 
de hoek, dien eene ribbe met de overstaande zijde maakt. 
C. A. Cikor, 


dus 
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Opgelost door F. T. A. CEDEE, C. A. CIKOT, 
C. v. SPAENDONCK, V. Th. v. d. VEN. 


Oplossing van CG. A. Cikot. 


Snijd den drievlakkenhoek door een vlak, dat gelijke 
stukken van de ribben afsnijdt ; de doorsnede is dan een 
gelijkzijdige driehoek; de lijn die het middelpunt daarvan 
met het hoekpunt verbindt, staat loodrecht op dat vlak, 
en ligt in ieder van de drie vlakken, die eene ribbe op de 
overstaande zijde projecteeren; zij is dus hoogtelijn in een 
driehoek, waarin de tophoek geliĳjk is aan den gegeven 
hoek, en ze verdeelt de basis in reden van 1:2; de vraag 
is dus teruggebracht tot het construeeren van een driehoek, 
waarvan de tophoek bekend is, terwijl de hoogtelijn de 
basis verdeeld inr, van 1:32. 


VRAAGSTUK 52. 


Een veranderlijke driehoek houdt steeds denzelfden tophoek 
(n stand en in grootte); de som van de opstaande zijden is 
constant; bewijs dat de omgeschreven cirkel door een tweede 
vast punt gaat, en leid de meetkundige plaats af van eenige 
merkwaardige punten van dien driehoek (midden der basis, 
middelpunt van den omschreven cirkel, zwaartepunt, hoogte- 
punt, middelpunt van den negenpuntscirkel, enz. 

CG. A. Cikor. 
Opgelost door F. T. A. CEDEE, C. A. CIKOT, 
H, v. DINTER, V:Th: vide EN 20 


Oplossing van CG, A. Cikot. 


Laat OA’B'’ zoo’n driehoek zijn, O de vaste top, 
en C het midden van boog A/B; in den vierhoek OA’ CB’ 
heeft men nu: OC X A/B == OA’ X BO 4 OB X ABG 

AC=BO, dus: OC X AB == AC(OA LOB TSN 

AC A 
NB X constant, 

Al de A A ACB zijn wo, dus OC == constant, nm. anw 
de omgeschreven cirkels van alle driehoeken gaan door C. 
(Deze stelling gaat nog door als OA + n OB = constant, 
maar dan moet boog A/B’ anders verdeeld worden om het 
standvastige punt te vinden). Zij OAB de geliĳjkbeenige 
driehoek van de bedoelde reeks, dan is AB lijn van Wal- 
lace (Simpson) van C in alle driehoeken, en daar de loodlijn 
uit C op A/B’ deze laatste middendoor deelt, liggen dus de 
middens van alle basissen op AB, waaruit weer volgt, dat 


constant, dus OC = 
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alle zwaartepunten op een lijn //AB liggen, de middel 
punten liggen alle op de middelloodlijn van OC, die ook 
JLAB is; in verband met de ligging van de merkwaardige 
punten op de Kuler-lijn blijkt, dat de hoogtepunten en de 
middelpunten van de negenpunts-cirkels ook in lijnen 
// AB liggen. 

VRAAGSTUK 53. 


Het zwaartepunt van een octaëder met snijdende diagonalen 
valt samen met dat van een tetraëder, waarvan de hoek- 
punten zijn: het snypunt van de diagonalen en de punten 
die men op de diagonalen verkrijgt, als men op iedere dia- 


gonaal de twee stukken verwisselt. C. A. Cikor. 
Opgelost door C. A. CIKOT, W. H. SCHMELLING, 
Ether WARS: 


Oplossing van C. A. Cikot. 


In No. 1 (bl. 6) van het W.T. len jaarg. hebben we gezien, 
dat het zwaartepunt van zoo’n octaöder identisch is met het 
middelpunt van zeven evenwijdige krachten (een in ieder 
hoekpunt, gelijk en van dezelfde richting, een in het snij- 
punt der diagonalen, tweemaal zoo groot als die van de 
vorige groep, en tegengesteld gericht); de krachten aan de 
uiteinden van eenzelfde diagonaal hebben tot resultante 
een kracht, die in het midden aangrijpt; deze resultante 
kan wêer gesplitst worden in twee krachten daarmede 
evenwijdig, en elk gelĳĳk de helft er van, waarvan er 
eene in het snijpunt der diagonalen aangrijpt, en de andere 
in dat punt der diag., dat ontstaat door de stukken te 
verwisselen ; doet men hetzelfde met al de krachten in de 
hoekpunten, dan vindt men dat het zwaartepunt van het 
octaëder identisch is met het middelpunt van vier gelijke 
en gelijkgerichte krachten, waarvan er drie in de boven- 
bedoelde punten werken, en een in het snijpunt der diag.; 
dat middelpunt nu is weer identisch met het zwaartepunt 
van een viervlak, dat in die vier punten zijn hoekpunten 
heeft. 

Oplossing van F.J. Vaes. 


Zijn A, B, C, D, B, F de hoekpunten, S het snijpunt 
der diagonalen, a, b, c de bedoelde punten op de diago- 
FS DS 


AS TM Be 


nalen AF, BD en CE, en noemt men 


) 
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Ee —p, en den inhoud van viervlak SABC 3, dan is de 
inhoud van j | 
viervlak SABE Ps, viervlak SFBC ms, 
4 DAED „pô, 5 SFCD mnô, 
5 SADC nè, 2 SFDE mnpò, 
7 SAOFEB: A 


Volgens de vectorenrekening, toegepast bij vraagstuk 42 
(bl. 30) en 48 (bl. 88) zijn de zwaartepunten der achter- 
eenvolgende viervlakken A + BCS, AJB E—+S, 
enz., en het zwaartepunt van het achtvlak wordt aange- 
geven door: | 
(geheele inhoud) 4—= 3(A + BH C +9) 4 p3(AHBH-EHS)H 

npetA nr BEDE AIS 
nS(AA DC hr ME BAG 
mns(EF HCHDHS) dmnps(k HDE S) + 
mpè(F + Bt E—+S), 

In het 2e lid wordt, behoudens den factor 3, de coëffi- 

ciënt van 


Aldpiaptn of (1 + p)(L +1) 

B lpt MMDP nt 0) (LE 

C 14-nd-mdt-mn „ (1 +m) (1 +7) 

Dnpd-nt-mndmnp, n(1 Hp) (Ll + Mm) 
Epd-apdmnptmpP, PL FM) A) 
F m-mnt-mnptmp, mM(l+-p)(l + 1) 
SldPANPA Mm | 


mn tmnpdmpPp , (1 + Mm) (1 Fn) (1 Jp). 

Bijgevolg valt het zwaartepunt van het achtvlak samen 
met dat van massa’s in de punten A, B,....S, evenredig met 
de overeenkomstige coëfficiënten. 

De massa’s (l + p)(l +) in A, en m(l +p)(l + 7) in 
F, die zich verhouden als 1:m,-d. w.z. als FS: AS, zullen 
hun zwaartepunt hebben in het punt a, en daarin moet 
men dan een massa denken gelijk aan de som: 


(1 HM) (1 FP) (1 + 1). 
Evenzoo kunnen de massa’s in B en D, resp. E en C 
vervangen gedacht worden door een massa 
(1 Hm) (1 + p)(l +) in b, resp. c. 
In a, b, cen S zijn dus gelijke massa’s aan wezig, waar- 
van het zwaartepunt samenvalt met dat viervlak Sabc. 
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Bij deze oplossing is afgeweken van den door Jahnke 
voor den vlakken vierhoek gevolgden weg, die bij vraag- 
stuk 42, bl. 30 aangegeven is. De oplossing van vrst. 42 
zou overeenkomstig het voorgaande dus ook als volgt 
kunnen zijn: 


BS CS 
Noem DEM pg en het oppervlak van A ADS 3, 
dan is het oppervlak van driehoek 
ABS, BCS, CDS, 
m8, m ns, ns, 


Dus wordt het zwaartepunt 4 van den vierhoek aange- 
geven door: 


5(L Hm d-mnd-n)Z=s(A DHS) + 
mA d- BH5) 4 mans(BtC HS) n3(D HC 5). 


In het 2e lid worden, behoudens den factor 3, de coëffi- 
ciënten van 


À, B C, De: S, 
14m, m(lH-%), Nn Hm), 14, (1 + Mm) (Ll + 7), 
zoodat het zwaartepunt samenvalt met dat van massa’s 
in de 5 punten evenredig met de overeenkomstige coëffi- 

ciënten. 

De massa’s 1 + m in A en „n(l + mm) in C, die zich ver- 
houden als 1:%, d. w.z. als CS tot AS, zullen hun zwaarte- 
punt hebben in E,‚ en daarin grijpt een massa aan gelijk 
aan hun som: 


(1 H- 7) (1 + mm). 
Evenzoo kunnen de massa’s in B en D vervangen 

worden door een massa 

Aehnk( in E, 
zoodat in de punten E,‚ F en S gelijke massa’s aanwezig 
zijn, waarvan het zwaartepunt samenvalt met dat van 
A EFS 

VRAAGSTUK 54. 


Uit de hoekpunten van een koordenvierhoek trekt men 
lijnen, die isogonaal verwant zijn met de diagonalen (d.w.z. 
men verwisselt de twee stukken, waarin iedere hoek van den 
vierhoek door een diagonaal verdeeld wordt); bewijs dat eerst- 
bedoelde lijnen raken aan een cirkel, concentrisch met den 
oorspronkelijken (en die tot straal heeft R cos d, als Ek de 
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straal van den oorspronkelijken cirkel, en d de hoek tusschen 
de diagonalen is); de raakpunten zijn de hoekpunten van 
een vierhoek, tegengesteld gelöjkvormig met den oorspronke: 
lijken. C, A. Crkor, 


Opgelost door C. A. CIKOT, H. v. DINTER, 
W. H. SCHMELLING, V. Th. v. d. VEN. 


Oplossing van CQ. A. Cikot. 


Zij ABCD de koorden-vierhoek, laat BE en CE de be- 
doelde lijnen zijn uit B en uit C getrokken, dan is / CBE = 
LABD; / BOE=/ ACD = { ABD, dus ABEC is gelijkbeenig, 
en daarom is de bissectrice van / E de middelloodlijn van 
BC, m.a. w. zij gaat door het middelpunt M van den oor- 
spronkelijken cirkel; de vier bedoelde lijnen sluiten dus een 
vierhoek in welks bissectrices door één punt gaan, m.a.w. 
een koordenvierhoek. Uit een teekening blijkt verder, dat 
de hoek tusschen BE en den straal van B het compl. 
is van den scherpen hoek « tusschen de diag. en verder 
dus, dat de straal van den ingeschreven cirkel == Reos a. 
De voetpunten der loodlijnen uit M op de verlengden van 
BE en CE neergelaten liggen in een lijn // BCO, enz. ; men 
ziet dus, dat de zijden en diag. van den vierhoek, die de 
raakpunten tot hoekpunten heeft, evenwijdig zijn met de 
overeenkomstige elementen van den oorspronkelijken ; 
de vierhoeken zijn derhalve gelijkvormig. 


Oplossing van H. v. Dinter. 

Zij de vierhoek ABCD, de bedoelde lijnen AA;,, BB, enz, 
het middelpunt O. Trek een loodlijn OP op CC. 

Nuis LSCORES NDE GOE 

Ld=l/;bg (AB + CD), maar boog AB= CB (hyp), 
dus DE 

waaruit volgt OP —= Reosd. Evenzoo voor de andere lijnen. 

Trek OQ t DD. Om de tegengestelde gelijkvormigheid 
te bewijzen, is het voldoende aan te toonen, dat 

L BOA —=/ POQ is, 

daar hetzelfde dan volgt voor de overige middelpuntshoeken, 
die in de twee vierhoeken in omgekeerde orde volgen. 

Nu is / POQ =l/, bg (D,A,C + DG) 

maar bg D,‚A,C == DC, == AB, 
dus PPOOSS be ABS ABO 
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VRAAGSTUK 55. 


Van een n-zijdige pyramide is gegeven, dat alle opstaande 
ribben gelijk zijn, en de grootte r van die ribben. Construeer 
de maxvimum-pyramiden met deze gegevens. __C. A. Crkor. 


Opgelost door F. T. CEDEE, C. A. CIKOT, 
W. H. SCHMELLING. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Als alle opstaande ribben gelijk zijn is het grondvlak 
een ingeschreven veelhoek ; zonder iets aan de lengte van 
de opstaande ribben te veranderen, kan men voor dien 
veelhoek den regelmatigen „-hoek nemen, waardoor het 
grondvlak onafhankelijk van de hoogte, maximum is ge- 
worden. Stel nu den straal van het grondvlak x, en de 
hoogte y, dan kan de inhoud van de pyramide worden 
voorgesteld door »2x2y, waarin p een functie van „alleen 
dus standvastig is; x24 moet derhalve maximum worden, 
terwijl 22+ y?2 == r? —= standvastig. x2y is maximum als 
daxty? maximum is, txty2=—=ta2ta2y?; de som van de 
factoren is constant, dus het product is maxiinum voor 
Ot Ve Vert em hr 6: 


VRAAGSTUK 56. 


Vier punten A, B, CGC en D liggen op denzelfden cirkel- 
omtrek. Bewijs, dat er een punt ) aan te wijzen is zoo, dat 
de cirkels AQB en CQD, en ook BC en AQD elkander raken, 
terwijl verder het eene paar het andere rechthoekig snijdt; 
verder, dat er bĳ ieder paar nog een soortgelijke cirkel be- 
hoort, en eindelijk, dat er nog een tweede dergelijk punt ) aan 
te wijzen is. C. A. Crkor. 


Opgelost door C, A. CIKOT, H. v. DINTER, 
C. v. SPAENDONCK, W. H. SCHMELLING, 
NE ee dev IN 


Oplossing van CG. A. Cikot. 


Zij E het snijpunt van AD en BC, G dat van AB en 
DC, dan ligt op EG het punt F (brandpunt van de para- 
bool, die aan de vier zijden van ABCD raakt), waardoor 
de omgeschreven cirkels van EDC, EAB, BGC en ADG 
gaan. Nu is: EG? == EF X EG + FG X EG == EC X EB + 
GB*X GA, of EG2==som van de vierkanten der raaklijnen, 
die men uit E en uit G aan den oorspronkelijken cirkel 
trekken kan; beschrijft men met die raaklijnen uit E en 


Vraagstukken W.T. 2e Jaargang. h 
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uit G cirkelbogen, dan geeft het snijpunt Q daarvan het 
gevraagde punt; immers, daar GQ? = GA X GB, raakt GQ 
aan den cirkel AQB; eveneens aan QCD, dus deze twee 
cirkels raken elkaar; eveneens de twee andere. Uit QE? + 
QG? == EG? volgt dat QE 1 QG, m.a. w. dat de twee paar 
cirkels elkander rechthoekig snijden. De cirkels resp. uit E 
met EQ en uit G met GQ beschreven zijn de verder be- 
doelde cirkels, Bovenbedoelde cirkelbogen snijden elkander 
nog in een tweede punt, wat nog vier merkwaardige 
cirkels geeft. 


Oplossing van C. van Spaendonck. 


Inverteer den cirkel ten opzichte van D. De inverse 
punten A’BC’ liggen dan op één lijn. Beschrijf op AC’ als 
middellijn een cirkel. Richt in B’ een loodlijn op op de 
lijn A’C’. Deze snijdt den cirkel op AC’ in Pen P’, Indien 
Q en Q, de inverse punten zijn van P en P' (ten opzichte 
van D), dan zijn het de gevraagde punten. Immers de cirkels 
A'’B'P, CBP, en de lijnen A’P en BP inverteeren in 4 
cirkels, die alle door het punt Q gaan en twee aan twee 
elkander raken, twee aan twee loodrecht op elkaar staan. 
Zoo ook voor het punt Q'. 


VRAAGSTUK 57. 


Door O0, het midderpunt van een koorde AB van een 
kegelsnede, is een willekeurige koorde POG getrokken. Een 
tweede kegelsnede raakt aan de eerste in Pen (), en snijdt Ab 
insSsven TeBe ts dates Sb H. v. DINTER. 


Opgelost door F. T. A. CEDEE, H. v. DINTER, 
W. F. GISOLF, C. v. SPAENDONCK. 
Oplossing van F. T. A. Cedee, H. v. Dinter, C. v. Spaendonck. 
Neem AB als y-as, PQ als z-as. De vergelijking der 
kegelsnede zij dan S=0, waarin de term met y ontbreekt. 
De algemeenste vgl. der kegelsneden, die S in Pen Q raken, 


is S—ky*—=0. Hierin ontbreekt ook de term met y; 
dus OS == OT, en daardoor AS == BT. 


Oplossing van W. F. Gisolf. 


Trek in P en Q de raaklijnen aan de kegelsneden; 
deze raaklijnen snijden elkaar in L. Lis dan de pool van PQ 
ten opzichte der beide kegelsneden. 

De poollijn van O zal moeten gaan door L en ook door 
het tot O toegevoegde harmonische punt ten opzichte van 
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P en Q. Deze poollijn zal evenwijdig loopen aan AB, daar 
AO == 0B, en het vierde harmonische puut op OB oneindig 
ver moet liggen. Maar dan ligt ook het vierde harmonische 
punt van S, T en O oneindig ver, omdat de poollijnen van 
OQ voor de beide kegelsneden in ééne lijn samenvallen. 
Daanmtsvolebre0 == OT. of: AS BT, 


VRAAGSTUK 58. 


Uit een punt worden 2 raaklijnen aan een ellips getrokken ; 
wanneer deze raaklijnen de beide assen in 4 concyclische 
punten snijden, vraagt men naar de meetk. plaats van het punt. 

H. v. DiNTER. 


Opgelost door F. T. A. CEDEE, C. A. CIKOT, 
H. v. DINTER, W. F. GISOLF, C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van C. 4. Cikot en H. v. Dinter. 
2 2 
Zij de ellips tin l=0, het punt #, vj, dan 


worden de SEG gegeven door: 


ei) 


a2 


mieke dan ris 
a Wem U, BN EN 2 
B inven 7 
D= zi Lat as 
D2 — y‚? 
stel x=—=0, dan is het produkt der wortels 4: 
bi aj? + a® (Tas 
a? — xv? 
Nu zullen de 4 punten op een cirkel liggen, als deze 
produkten gelijk zijn; dus, met weglaten van accenten 
Wy? —= ad — b2. 
De meetkundige plaats is derhalve een gelijkzijdige 
hyperbool, die door de brandpunten der ellips gaat, en de 


Het product der wortels is 


Aen f a? b 
ellips snijdt in de vier punten Boa peel 
enz.; de raaklijnen in die punten aan de ellips maken 
gelijke hoeken met de assen, en ’t was à priori te zeggen 
dat ze tot de m. pl. behoorden. 
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Als de ellips in een cirkel overgaat, ontaardt de hyper- 
bool in hare asymptoten. 


Oplossing van F, T. 4. Cedee. 


Wanneer de twee raaklijnen de assen in concyclische 
punten snijden, dan zijn de hoeken, die zij maken met de 
x-as elkaars complement. Tusschen de beide richtings- 
coëfficienten bestaat dus de betrekking P,.P,=l. Voor 
de raaklijn aan de ellips hebben we de vergelijking y — 
Pax + Wa2P2+o?, waaruit volgt (a? —4)P242ryPt 
b2—y?*=0. Het product der wortels van deze verge- 
lijking is P, Po = (b2 —y?): (42 — x°). Uit deze en de eerste 
vergelijking kunnen we nu P, elimineeren, en vinden dan 
voor de meetkundige plaats van het snijpunt der paren 
raaklijnen (b2 — y?) : (a? — 2?) —= 1, of 22 —y? =a?— b?, 
zijnde de vergelijking eener gelijkzijdige hyperbool, waarvan 
de assen met die van de ellips samenvallen, en gaande 
door de brandpunten der ellips. Voor reëele raaklijnen 
liggen de snijpunten op de takken der hyperbool voor 
zooverre zij zich buiten de ellips uitstrekken. 


Oplossing van W. F. Gisolf en C. v. Spaendonck. 


Zij de vgl. der ellips ax? + by? — 0), 
De raaklijnen uit z,, yy, aan de ellips worden voorge- 
steld door 


(ax? + by? — 1) (ax? + by? — 1) — (ax, © + by, yI2 = 0. 


De vgl. van een kegelsnede door de vier bedoelde 
punten is 
(ax? + by? — 1) (az? + by? — 1) — (ax, 2 + by, yY — IH kay =0. 

Zal deze vgl. een cirkel voorstellen, dan moeten de 
coëff, van x? en y? gelijk zijn. 

Dus a (ax;? + by;2—1)—a? 1,2 = b (axs? + by? — 1) — by, 

— U 

dba 

Voor £ zou men ook een waarde kunnen bepalen. 

De eerste voorwaarde heeft hier blijkbaar geen bijzondere 
beteekenis, terwijl de tweede voorwaarde met weglating 
der indices de vergel. van de meetkundige plaats geeft. 
Deze is een gelijkzijdige hyperbool met de toppen in de 
brandpunten van de gegeven ellips. 


of zv — y= zijnde een gelijkzijdige hyperbool. 
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VRAAGSTUK 59. 


De asymptoten van een gelĳjkeijdige hyperbool, beschreven 
om À ABC zijn de Wallace lijnen van de uiteinden eener 
middellijn van den omgeschreven cirkel t. o. van A ABC. 

H. v. DiNrER. 


Opgelost door H. v. DINTER, W. F, GISOLF. 
Oplossing van H. v. Dinter. 


Zij O, liggende op den negenpuntscirkel, het middelpunt 
der hyperbool, M het midden van BC. Maak MP == MQ = MO, 
dan zijn OP en OQ de 
asymptoten. De hoogte- 
lijn BD snijdt OP in K. 
OP snijdt den negen- 
puntscirkel in ll. H is 
het hoogtepunt. HI 
snijdt den omgeschre- 
ven cirkel in L. Trek 
BE DJ. 

Nu is 

DEMOE ==. beEDI == 

| + bg MI. 
DEEMOP DE MEOS 
bg DPL. 

Dus bg DPI = bg PDI. 
A PDK is rechthoekig, 
BR Welk verder HL=IL 6n be PIL == bg-HIK. 
Gusserleee AKI enbe PEI == bg [HK of PL // HK 4 AC: 
waaruit volgt, in verband met HI == [L, dat OP de Wallace 
lijn is van L. 

Trek nu GQF 4 AC, dan blijkt op dezelfde wijze, dat OQ 
de Wallace lijn is van F. (F ligt aan den anderen kant 
van AC als L). 

Daar nu AQ =PC is LG//AC of t FG. Derhalve ligt 
F diametraal tegenover L. 


Oplossing van W. F. Gisolf. 


De eigenschap, dat de Wallace lijnen (vroeger Simson 
lijnen) van de uiteinden eener middellijn loodrecht op elkaar 
staan en hun snijpunt op den negenpuntscirkel hebben is 
bewezen in de „Nouvelles Annales de Mathématiques”’, 
1884, p. 397, door N. Goffart. 
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Er blijft dus nog over te bewijzen, dat een asymptoot 
van een A ABC beschreven gelijkzijdige hvperbool een 
Wallace lijn is, of m. a. w. dat de loodlijnen, in de snijpunten 
der zijde met de asymptoot opgericht, elkaar in één punt 
snijden. 

Zij xy —=k? de vergel. van de hyperbool; z, 44, %o42 %3 43, 
de 3 hoekpunten van A ABC. Men vindt op de gewone 
wijze, dat de vergel. van de loodlijnen in de snijpunten 
der zijden met de y-as, zijn: 


U Yi — Yo) HLH — %3) =H Yo — La Yin 
Y Yi —Y3) + (Aj — 3) =H Y3 — W3 Yi, 
Y Ya —Y3) + U (Lo — L3) = Wo Y3 — U3 Yo: 
Aan te toonen is nu, dat de laatste vergelijking van 
de eerste twee afhankelijk, is of: 


Di Ya + Lo Y3 + L3 Yi == Y1 Vo J- Ya L3 H- Y3 Wa 


zeten goten ane eN 
tE 
of (x2, aman 0%) + (22 ret AX?) + (223 —{?) tel 0, 


wat identiek waar is. 


VRAAGSTUK 60. 


Op de zijden BO, CA, AB, van A ABC zijn buitenwaarts 
de rechtstreeks gelijkvormige driehoeken A'BC, BCA, CAB, 
en binnenwaarts de rechtstreeks gelykvormige driehoeken 
ABO, BCA, CAB geconstrueerd. Te bewijzen, dat de drie- 
hoeken ABC, A'B'C' en A'B'C” een gemeenschappelijk zwaar- 
tepunt Z hebben. E. D. J. DE JONGH JR. 


Opgelost door C. A. CIKOT, E. D. J. DE JONGH Jr., 
F, J VAES. | 
Oplossing van EK. D.J. de Jongh Jr. 

Beschouwen we eerst de buitenwaarts beschreven drie- 
hoeken. Hier noemen we / ACB enz. z, A'BC enz. 6. 
Trekken we nu CO//A'B en BO//A'C, dan is, omdat 
A A’BC gelijkvormig met A BCA is, CO: CB’ = a: b. Verder 
is £ OCB = £ BCA, dus A OCB. A BCA. Hierúimsoisn 
OB :0C =c:a, derhalve: 


C C C asin eg 
he == ; === nn es 
DE ne rt AE AS EE 
c sin u AC’ 


sin ( + 6) 
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Evenzoo is OC’ = AB’, dus is ook AB'OC' een parallelo- 
gram. Is nu M het midden van BC en M’ het midden van 
BC, dan zijn AM en A’M’ medianen in A AAO, en is Z 
zijn zwaartepunt. Daar Z ook het zwaartepunt is, zoowel 
van AABC als van AA BC, is het gestelde voor de 
buitenwaarts beschreven driehoeken bewezen. Voor de 
binnenwaarts beschreven driehoeken kan het op dezelfde 
wijze bewezen worden. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Bewijs voor de buitendriehoeken. Noem de hoeken aan 
de basis van die driehoeken « en 8, denk verder in de 
punten A/, B en C’ geliĳke gewichten geplaatst; het 
zwaartepunt van die gewichten is dan het zwaartepunt 
van A ABC. Neem verder AB als as aan, dan vindt men 
door het momenten-theorema ten opzichte van die as voor 
den afstand van het gezochte punt tot AB: 


1 (bsin Psin (A + «) + asin zsin (B + B) — c sin « sin dl 


3 | sin (2 + 6) | 
l b sin Bsin B sin (A + 2) + sin A sin «| 
3 sin B sin  (& + B) |(sin B +9) — sin (A + B) sin « sin 6 

1 1 
=gisnA=g he 


Deze afstand is gelijk aan dien van het zwaartepunt 
van A ABC tot die zijde; een zelfde uitkomst vindt men 
ten opzichte van een tweede zijde, dus is het gezochte 
punt identisch met het zwaartepunt van A ABC. Met 
geringe wijziging gaat dit bewijs door voor de binnendrie- 
hoeken. 

Voor andere oplossingen zie de vraagstukken van het 
W. G., een Onvermoeide Arbeid enz. en Mathesis 1. 

Opmerking. Laisant heeft op het Congres in Hâvre 
(1877) deze stelling uitgebreid tot een willekeurige veelhoek, 

De stelling wordt dan zóó: Als men op de zijden van 
een vlakken veelhoek buiten- of binnen waarts gelijkvormige 
driehoeken beschrijft, hebben de nieuwe hoekpunten het- 
zelfde middelpunt der gemiddelde afstanden als de oor- 
spronkelijke hoekpunten. Hij bewijst dit door inductie 
(methode Bernouilli). Veronderstel, dat de eigenschap be- 
wezen is voor een (n — 1) hoek, en laat de afstanden van 
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zijn hoekpunten tot een willekeurige as zijn: «4, #5, @enZ. 
ant, en de afstanden van de toppen der driehoeken tot 
die as: B, Bs... 2,1, dan heeft men krachtens de gemaakte 
veronderstelling : 


Bj Jg. Anr == B HB... Pr 
Om nu den („ — I)-hoek met de bijbehoorende driehoeken 
in een n-hoek te veranderen, heeft men een parallelogram 
noodig, waarvoor ten opzichte van die as geldt: 


dn, Dl er Dee J B, . 
Telt men de twee gelijkheden op, en trekt men aan 
weerszijden „1 af, dan blijft er: 


a, Hag dan =B, JB... HBr HB. 
Oplossing van F.J. Vaes. 


Wanneer de vectoren ZA, ZB en ZC, uit het zwaartepunt 
Z van A ABC naar de hoekpunten getrokken, in grootte 
en richting krachten voorstellen, dan houden die elkaar 
in evenwicht, want men kan met lijnen even wijdig en gelijk 
aan de vermelde een driehoek vormen, zoodat : | 

LA H- ZB + ZO =O te Nn 

Het punt Z is het eenige punt, dat die eigenschap bezit, 
zoodat het vraagstuk beantwoord is, wanneer men kan 
aantoonen, dat : 

ZA +ZB JZC =0. ren DT 

Nu is ZA’ =ZB + BA Wege men 

ZB’ = 40 + CB’ of =ZA + AB’, 
ZO’ = ZÂ + CB of = ZB + BC’, 
waaruit volgt, met inachtneming van (1): 
Abe Bat Or BA GDR 
of n= GA ol A Bh BO ede Dr{ON 

De krachten BA’, CB’, AC’ (of-de 8 RR zijn even- 
redig met de zijden van den gegeven driehoek, en zijn ten 
opzichte van deze eenzelfden hoek gedraaid, zoodat ze bij 
samenstelling een driehoek vormen, en hun som nul is. 

De betrekking (3) gaat daardoor over in (2). 

Voor de binnenwaarts geteekende driehoeken geldt 
hetzelfde. 

Is een veelhoek gegeven, dan gaat dit bewijs op dezelfde 
wijze door. De krachten BA’ enz. geven bij samenstelling 
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een krachten-veelhoek, die gelijkvormig met den gegeven 
veelhoek en dus gesloten is, zoodat ook nu: 


An) 
VRAAGSTUK 61. 


Als A, B en C de hoeken voorstellen van A ABC, en 
sins D == sin (A — D) sin (B — PD) sin (C— DD), dan is cotg D —= 
cotg A + cotg B + cotg C, E. D. J. pe JoneH JR. 


Opgelost door O0. BENING, F. T. A. CEDEE, 
NRR GISOLE., B Des DEJONGH Jr, Dr. N-QUINT, 
G. D. RASCH, W. H. SCHMELLING. 


Oplossing. 

Onder de talrijke bewijzen, die de verschillende werken 
over de nieuwere meetkunde des driehoeks geven, is wel- 
licht deze van Casey het eenvoudigst. 

sins ® — sin (A — 9) sin (B — ®) sin (C — ®) 
geeft 
(1) cotg3 ® — cotg? PE cotg A + cotg dE cotg A cotg B — 
(cotg A cotg B cotg C + cosec A cosec B cosec C) == 0. 

Maar 

zcotg A cotg B=l en 

zr cotg A =cotg A cotg Bcotg C + cosĳec A cosec B cosec C, 
dus wordt de eerste verg. (1) 

cotg3 ® + cotg P —= (1 + cotg? bd). Z cotg A, 
of 
cotg Î —= Z cotg A. 
Opmerking. Over den Brocard hoek wordt men vol- 


ledig ingelicht, althans tot 1891 door Emmerich, Die 
Brocardschen Gebilde, Berlin, 1891, 


VRAAGSTUK 62, 


De meetkundige plaats te vinden van de toppen der drie- 
hoeken, die een, gegeven lijn AB tot basis hebben, en waarvan 
het verschil der hoeken aan de basis gegeven 18. 

E D.J. pr Joncu JR. 


Opgelost door O. BENING, W. F. GISOLPF, 
DB JONGH Tr Os Der BASCH. (2 opl), 
W.H. SCHMELLING, F. J. VAES. 
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Oplossing van W.F. Gisolf. 

Neem AB als z-as, en de lijn, die #£B loodrecht midden- 
door deelt, als y-as. Is de hoek bij A, z en bij B, 6, en 
noemt men de loopende coördinaten van den top x en g. 
dan is y—=(a—%teB en y—=(at-H)tge, als AB == 2g. 
Stelt men deze waarden in de goniometrische ontwikkeling 
voor A =tg(@—g), dan komt er als eindvergelijking 

Ax? 2ay—Ay= Aa? 
een gelijkzijdige hyperbool, met het midden O van AB als 
centrum, en die tot asymptoten heeft, de factoren van 
Aa? d-2xy— Ay? =0, 
te weten V-j-Y Cot 4 (B — u) —= 0, 
en L—ytg (B —e)=—=0. 
Oplossing van G. D. Rasch. 

Daar A —B==constante, behoort bij iedere zijde AC 
één zijde BC en omgekeerd. De zijden AC en BC vormen 
dus twee projectieve stralenbundels, die gelijkloopend 
doch tegengesteld zijn. 

Volgens de synthetische meetkunde vormen de snijpunten 
van overeenkomstige stralen dan een gelijkzijdige hyper- 
bool, welke door de centra van beide stralen bundels gaat. 

Oplossing van F.J. Vaes. 

Noemt men het verschil der hoeken 2 &, dan kan een 
driehoek ABC, die aan de vraag voldoet, geconstrueerd 
worden, door uit B een lijn te trekken, onder een ‘hoek 
go° — Dd met het verlengde van AB,daarop een willekeurig 
punt D te nemen, den afstand BD loodrecht middendoor 
te deelen, en het snijpunt C te bepalen van de loodlijn 
met de lijn AD. 

De lijn BD geeft de richting aan van alle bissectrices. 

Het ligt voor de hand de coördinaten-assen te nemen. 
evenwijdig met BD en de loodlijn daarop, en wegens de 
symmetrie Is het midden van AJ5 aangewezen als oorsprong. 

Noemt men BD 2b, dan zijn de coördinaten van: 

Ä..— acosD, —asin® B... asin Dm 
D....acosd,. asinDd tbs: 0... ASN 
en de gevraagde meetk. pl. wordt gevonden door elimi- 

neeren van b uit de verg.: 
20 + 2asin Ò 


y=asindtb, y4asind= 2acosP. 


gevende xy = a? sin P cos d. 
Er zijn twee zulke hyperbolen. 


(@ + a COS D), 
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Opmerking. De bissectrices hebben alle dezelfde richting, 
of liever gezegd, er zijn twee richtingen. Denkt men een 
stelsel kegelsneden met A en B als brandpunten en aan 
elk daarvan een raaklijn in een der beide richtingen, dan 
voldoet elk der raakpunten. De vraag is dus dezelfde als 
deze: Gevraagd de meetk. pl. der raakpunten van even- 
wijdige raaklijnen aan een stelsel confocale kegelsneden. 


VRAAGSTUK 65. 


Men vraagt een bewijs van de eigenschap : De meetkundige 
plaats van de middelpunten der kegelsneden, welke raken 
aan 4 gegeven rechte lijnen, is een rechte. 

E. D. J. DE JONGH JR. 


Opgelost door W.F. GISOLF, EB. D. J. DE JONGH Jr. 
Oplossing van W. EF. Gisolf. 


De wederkeerige poolfiguur van de gegeven figuur ten 
opzichte van b.v. een cirkelbasis, wordt gevormd door 4 
punten, waaromheen kegelsneden beschreven zijn. 

De wederkeerige poolfiguur van de oneindig verre lijn 
en een middelpunt van een der ingeschreven kegelsneden 
is het middelpunt van de basis en de poollijn van dit 
middelpunt ten opz. der wederkeerige poolfiguur dier 
kegelsnede 

Al deze poollijnen gaan door één punt; stelt men nl. de 
kegelsneden gaande door 4 punten voor door : 


enen), 


dan komt er voor de algemeene vergelijking van de 
poollijn een vergelijking van den 1°! graad met één para- 
meter, d.w.z. die lijn wentelt om een vast punt S. 

Dit punt S kan als volgt bepaald worden: verbindt men het 
middelpunt O der basis met (Ly L»), dan moet op den har- 
monisch toegevoegden straal 5, van O (Ly Ly) ten opzichte 
van L, en Ls het punt S gelegen zijn ; op dezelfde wijze op S3 
toegevoegd harmonisch tot OLs en OL, ten opz. van O (Ls L). 

Nu komen in de oorspronkelijke figuur met O(L, Lj) 
overeen het oneindig verre punt van een der 3 diagonalen, 
zoodat dus met OS overeenkomt het midden van die 
diagonaal; alzoo is de gevraagde meetkundige plaats de 
verbindingslijn van de middeus der 8 diagonalen, 
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VRAAGSTUK 64. 
De meetkundige plaats te bepalen van de brandpunten der 


parabolen, die drie gegeven rechten aanraken. 
E. D. J. Dr JONGH JR. 


Opgelost door W.F. GISOLF, E. D. J. DE JONGH Jr. 
Oplossing van W.F, Gisolf. 

lo. Snijdt een lijn de zijden van een driehoek zoodanig, 
dat de loodlijnen in de snijpunten op de betrokken zijden 
opgericht elkander in één punt snijden, dan ligt dit punt 
op den omgeschreven cirkel, 

Deze stelling, die zich onmiddelijk met behulp van 
koordenvierhoeken bewijzen laat, geeft, vereenigd met de 
volgende, de gevraagde meetkundige plaats. 

2o. De voetpunten der loodlijnen uit het brandpunt van 
een parabool op de raaklijnen neergelaten, liggen in een 
rechte lijn. 

Het is nu duidelijk, dat de brandpunten van alle aan- 
geschreven parabolen moeten liggen op den omgeschreven 
cirkel. 

VRAAGSTUK 65. 

Een gelijkzijdige hyperbool en een ellips, welker assen onder: 

ling evenwijdig zijn, hebben contact van de tweede orde. 


Welke is de meetkundige plaats van het middelpunt der 
hyperbool. 


Opgelost door H. v. DINTER, W. F. GISOLF, 
C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van C. v. OEE 
f 
Zij de vel. der ellips Zas =| 


Men schrijve de vgl. der hyperbool in den vorm: 
2D — f(a COS S— gg) (D SIN NN 
daardoor aanduidende dat de hyperbool door het punt a cos 4, 
bsin$ van deellips gaat. Men vormt nu voor beide krommen 


de functie in en stelt deze aan elkaar gelijk. Na invoering 
der waarden x==acos?, y=bsind, vindt men nude vgl.: 


beosì __ acosd —g 
a sind. Jb sind f 
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2 
Doet men hetzelfde voor de functie Or dan vindt men 


da? 
de vgl. b _ (acost—g— (bsind — f)?. 
a2sins3 — (b sing — f) Re 


Oplossende voor (bsiné — f) vindt men: 
b(bsind— f)= (L2 cos? 8 — a? sin? 6) sin 4, 

SO bf = (a? + b2) sin® #. 

Op soortgelijke wijze vindt men: 

ag = (a? + 52) cos? #6. 

Na eliminatie van 6 heeft men indien men g en f nog ver- 

vangt door ” en 4: 
(a #)2/3 + (by)2fs — (a? + 1228, 

een kromme gelijkvormig en gelijk geplaatst met de evolute 
der ellips. De discussie dezer kromme kan dus achterwege 


blijven. | 
Oplossing van H. v. Dinter. 


Zij de ellips — Ii =l,en l(@—a cos +-m(y — bsind)—=0 
een Eenes lijn door het punt & der ellips, dan stelt : 
xcos® ysinP 
Fk =\ A, be 
(lx +- my — la COS P — mb sin P) == 0, 
een kegelsnede voor, die de ellips osculeert in het punt d. 
De coëfficient van xy moet nul zijn: 
MeosP sind l asin ® 
ind tid ol ah bdenathe. 
a b m bees p 
waardoor de verg. wordt: 


(EERE 0520) zh 


De som der coëfficienten van x? en y? moet nul zijn: 
1 ARCOSS N sin? P « 


EE Er, 
az H- be H- *’ (a? sin? P — b2 cos? d) = 0, 

2 2 
v= Dae on Ah et Ee 


b2 eos?  — a? sin? P 
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Het middelpunt wordt gegeven door : 
Ve GOES (A! COS P cos 2 AN COS 
Ede 


a? a? 2a 2a 
of (Ll — A COS? H) # J- 2 a COSÌ Pp —=0, 
erin WPT OOS 
waaruit x= EO (2). 
lansatsin? 4) A\sindeos2d Msind\ 
n (at vt ( Dor ae p=, 
MOA ST 
waaruit y —= Emel (3). 
De waarde voor ‚/ uit (1) en (2) en (3) substitueerend, komt er: 
2 3 2 
L=— Ë Ree) COSO (e en ) sin? Ô, 


waaruit door RE van ®& volgt: 

(ao)? + (by)2/3 = (a? + b2) 2/3, 
zijnde een kromme, gelijkvormig en gelijk geplaatst met 
de evolute der ellips. 


Oplossing van W. EF, Gisolf. 


Als de ellips en de hyperbool in den gegeven stand een 
contact van de 2de orde hebben, dan gaan ze met hun 
gemeenschappelijken osculatiecirkel door dezelfde vier punten, 
waarvan er drie samenvallen. Deze drie samenvallende zijn 
genoemd A; A> As, het vierde punt is B. 

Om het kromte-middelpunt K in A te vinden, heeft men, 
zooals bekend, de lijn AB loodrecht middendoor te deelen 
(terwijl de scherpe hoek tusschen AB en OX gelijk is aan 
dien tusschen de raaklijn in A en OX) en deze deellijn 
AK met den normaal in K te snijden. 

Beschouwt men nu de vier punten A, A5, As, en Bals 
vier op een cirkel gelegen punten van een hyperbool, dan 
moet het hoogtepunt van AA; A9B met het punt A; 
symmetrisch liggen, zooals in het W. T. jaarg. L. p. 275, 
door mij is aangetoond. Bedenkt men, dat A, A; de raak- 
lijn is in A, dan vindt men het hoogtepunt H van A 
A; As B, door in A een loodlijn AH op AB op te richten, en 
uit B een loodlijn op de raaklijn in A neer te laten. Het 
midden M van AH is dan het middelpunt van de gevr. 
gelijkzijdige hyperbool. 


(3) 
e) 


Richt men in M de loodlijn MD op HA op, dan is het 
direct. in tezien, dat A CAK /A MAD m.a.w. AD is 
gelijk aan den kromtestraal, waardoor meteen een van 
Steiner afkomstige stelling bewezen is, nl. dat de cirkel 
beschreven op den naar den verkeerden kant uitgezetten 
kromtestraal als middellijn altijd door het middelpunt van 
de gelijkzijdige hyperbool moet gaan. 

Noemt men den scherpen hoek tusschen raaklijn en 
OX hb, en de loopende coördinaten van M 4, en y‚, van 
A # en y, dan is: 

DL == — AM sin == x— Reos 2d sind 
Y,=Y + AM eos Ll =y + R eos 2 P cos U 


EU ml REDE 
B eV CÓSW — 
ly (422 (LH 42) 2 
E y” 1 y”’ 


Voert men de parametervergel. #=—=acos®, y=asin ® 
van de ellips in, dan onstaat er: 
2 sin? 2 cOS3 
a? sin? P cos P — b* COSÌ 
Lj = A COS ), EE a* sin“ P GOS P — 6” COS“ P 


a 
in? 
EN {a? cosec? p— a? + B cot? 0} 
a 
cos d sin? p cot? P a? en b? 
ENEN fa’ + bi} = — COSÌ P, 
8 b2 9 
Evenzoo: jee Zak a Ben 
a? 2 2 
Stelt men nu Se d —=4 En En — B, dan ontstaat 


er door eleminatie van & de vergel: 


(EIJ 


d. w.z. de evolute van een ellips met assen « en @. 


VRAAGSTUK 66. 

Bepaal de meetkundige plaats der punten van wit welke men 
onderling loodrechte raaklijnen aan een astroide kan trekken. 
Bewijs ook, dat de bisectrice van den rechten hoek, òf wel 
door het middelpunt der astroide gaat òf wel een andere astroide 
raakt, die gelijkvormige plaatst is met de evolute der gegeven 
astroide. C. v. SPAENDONCK. 
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Opgelost door H. v. DINTER, W. F. GISOLF, 
C. v. SPAENDONCK, F. J. VAES. 


Oplossing veto Dinter 


Zij de astroide x?/5 + y?°/5 = a?/5 


x=acos*d dy 


parametrischen vorm: std Sine en —= — tan ®. 
Een raaklijn is: 
cos P WY — ad sin? P) = — sin P (” — a COSÌ H), 
of 2xsind + 2y cos P =a—sin?2 d. 
De loodrechte raaklijn is: 
2x COS P — ysin P —=—asin2d. 


Door kwadrateeren en optellen vindt men : 
4 (a? + y?) = 24 sin? 2 d, 
waaruit : a 
sin? 2d = inn 
Kwadrateer en trek af‚ dan komt er: 
A 


ee 4, 
waaruit COS DE Ben 
8 12 y? (1? H En 
On 
of COS? 2 d = Ei? 
En ; 2x? + y2) Ba? 240) 
5 z 7 2 eN WEROREE == 
Dus: sin*2pJ- cos“ 2P BET PE PP 
of 2E Hy) @° — YP H 8 PD (7 H YP) = af (7 — YP, 


En hin kr Vd 
en in pooleoördinaten: 
o 2 2 

2r2 = a? cos? 23 of r= zg 4008 29, 

zijnde een rozet met vier lussen. 
De normaal in het punt is &: 

LCOSP —ysind —acos2d =0, 
in ® LCOS Dj —Y Sin d — a COS 2D =O, 
sin $ cos 2 p; — sin D, cos 2d 


waaruit r= ) 
| — COSHSIN DH + COS P/ Sin P 


A De == (LE in 


hi) 
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—_ —e08 P cos 29, + cos H, cos 2P 


cos Ô sin P, — cos d, sin P 


Teller en noemer van beiden naar ®, differentieörend 
en $ =d stellend, komt er: 


2=cosP(2sin?*P +1), y=sin d$ (2cos?d + 1), 
LI Y=alcosPd-sind, A—y==alecosP — sin d)°. 
Eliminatie van & geeft voor de evolute 
(wd WP8 + @— [S= 20°). 
De bissectrice van den rechten hoek heeft tot vergelijking : 
2x (sin d — COS D) + 2y (sin d + cos P)—=2Zasin2p 
_of 25 —Y) COS P— Lr Hy) sind =—Zasin2d, 
welke lijn raakt aan de astroide: 
(2/3 + (4 + 9)I2/3 = (20)2/5. 
De andere bissectrice is: 
2x (sin P + COS H) + 2y (cos P — sin d) = 0; 
deze gaat door den oorsprong. 
Opmerking. De vgl. der rozet is: 


de YE red 
EO OS at eee en (2) 
of (22/3 ie y2/3)3 — a2. 


Deze waarde voor a? in (1) substitueerend, komt er: 
2 (U? H Y2B — (2/3 + Y2/33 (2 — YP? 
of (7 |2,3 —pstellend en den factor (p + 1)? verwijderend : 
2(P2—p 13 (PS — 1)? 
En na herleiding : 
pe — 6p? + 12pt — 12p* + 12p° —6p + 1 =0, 
welke vgl. zich op de bekende wijze laat reduceeren tot: 
q3—6q? + 9g =0, waarin q =p + 
Hieruit volgt g = 0, wat imag. waarden geeft, en verder 2 
gelijke wortels + 3, hetgeen voor p geeft ld Met elke 


dezer 2 laatste waarden van p correspondeeren 2 tegenge- 
stelde waarden voor xs; bij elke waarde van ” behooren 
2 tegengestelde waarden van ys; deze 8 waarden voor 4 
zijn ook weer 2 aan 2 gelijk, waaruit blijkt dat de rozet 


Vraagstukken W.T. 2e Jaargang. ö 


66 


en astroide elkaar raken in 8 punten, die 2 aan 2 t. 0. 
van het middelpunt en van de beide assen symmetrisch 
liggen. 

Oplossing van W.F. Gisolf. 


Zooals bekend is, is de astroide de omhullende van een 
lĳn van constante lengte, die over de coördinaatassen 
glijdt. Die lijn is dus tevens raaklijn aan de kromme. 

Zijn nu in nevenst. figuur AB en CD twee standen van 
de lijn, die onderling’ loodrecht zijn. Dan volgt onmiddellijk 
AO == DO, en CO == BO, emin 
den koordenvierhoek EAOD 
heeft men …L-OED:S 0E 

4D 
| Richt men nu in D een 
loodlijn DF op OD op, en in 
A een ioodlijn AF op OC, dan 
is F een punt der bissectrice 

van £ COD. Trekt men FE, 
dan is vierhoek FEOD een koordenvierhoek en £ FREO = 
90°. Op dezelfde wijze komt men tot de conclusie, dat 
GE { EO,als GB | OB, en OX’ de bissectrice van £ COB 
is, of GEF is een rechte lijn en buitenbissectrice van L BED. 
Uit de zoo even genoemde koordenvierhoeken FEOD en EGBO 
besluit men, dat A FOG „A AOB of: 

FG: AB == RO ROES 

De lijn FG gliĳdt dus met constante lengte over de 
lijnen OX' en OY’, en raakt dus een astroïide, die haar 
spitsen op de lijnen OX’ en OY’ heeft liggen, m. à. w. 
denzelfden stand heeft als de evolute der gegeven astroïde. 

Het raakpunt van GF liet even ver van G als E van EF. 

Wat de meetkundige plaats van het punt E aangaat, deze 
vindt men door de parameters a en b te elimineeren uit 
de vergelijkingen: 


A A B 2 pn 
BKS ik. RR 1, en af J- bil 


als / de lengte van AB == CD voorstelt. 
Men vindt bij eliminatie: 

2 (2 + y2P = (YP — 12)7, cal 
de vergel. van een kromme lijn met een viervoudig punt. 
in den’ oorsprong (geen buigpunten), waarvan b.v. de 
afbeelding te vinden is, 45° op de assen gedraaid, in 
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Sohneke, Sammlung von Aufgaben aus der Diff. u. Integr. 
Rechn. 1 Thl. p. 116. (6e Aufl.) 


Oplossing van F.J. Vaes. 


De astroïde is de omhullende van een lijn van constante 
lengte, die met de uiteinden langs twee onderling loodrechte 
assen OX en OY glijdt. Is AB een stand van die lijn, 
en CD de daarop loodrechte, 
dan zullen ABen CD stukken WA 
afsnijden van de assen, die 
twee aan twee gelijk zijn, en 
dus raken (in F en G) aan 
eenzelfden cirkel met O als 
middelpunt. Daaruit volgt dat 
een der bissectrices van de 
rechte hoeken bij E door O 
zal gaan. Bovendien is OE 
steeds —=OF|/2, en maakt 
met OF een hoek van 45°, 

Bij de beweging van het 
stelsel (OE,en de daarop lood- 
rechte EH) zullen dus alle 
kromme lijnen optreden, die 
verkregen worden bij de be- ) 
weging van het stelsel (OF, X 
AB), doch over 45° gedraaid, en vergroot in reden van 1 : W/2. 

Bijgevolg zal EH een astroïde omhullen, gelijk geplaatst 
met de evolute der gegeven kromme, en in lineaire af- 
metingen P/2 maal grooter dan deze. 

Het punt E beschrijft evenals F de rozet met vier 
lussen (voetpuntskromme van de astroïde), ook weder 45° 
gedraaid, en lineair V/2 maal grooter. 

Opmerking. Als P het oogenblikkelijk draaiïngsmiddel- 
punt is, en PQ | AB, dan is Q het punt, waar. AB de 
astroïde raakt. Blijkbaar is BQ = AF. Worden OX’ en OY’ 
onder 45° met OX en OY getrokken, dan glijdt de lijn 
HI met haar uiteinden langs de nieuwe assen. Maakt 
men HK==El, dan is K een punt van de gevraagde 
astroïde. 

Men zou K ook kunnen vinden door op te merken, dat 
het midden M van AB een cirkel beschrijft met straal 
OM == AB, en daardoor het midden N van HI een cirkel 
doorloopt met straal ON=}#ABW2. Was die cirkel 
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getrokken, dan zou NK = NE kunnen worden gemaakt voor 
die standen, waarbij de snijding met den cirkel niet scherp is. 

Onmiddellijk blijkt, dat I het snijpunt moet zijn van de 
lijn AP met de lijn, in C loodrecht op de z-as getrokken, 
en eveneens, dat H moet liggen op de lijnen DH en BH, 
die loodrecht op y-as en vas staan. 


VRAAGSTUK 67. 


Het eenige omwentelingsoppervlak, zoodanig dat in elk 
punt de hoofdkromtestralen in grootte gelijk, in richting 
tegengesteld zijn, is het oppervlak, dat voortgebracht wordt 
door de wenteling van een kettinglijn om haar directriz. 

C. v. SPAENDONCK. 


Opgelost door W. F. GISOLF, C. v. SPAENDONCK. 


Oplossing van CG, v. Spaendonck. 


Zij de vergelijking van het oppervlak z == f (7), waarbij 
my? 

De twee hoofdkromtestralen in een punt 4, y, 2 zijn 
gegeven door 


(rt HSP) 2 HEL HDD Hr (1 4 02) — 2 pgs] e +h*=0, 
waarin 2 —= 1 +4 p? + qg? en p‚,gq,r,s, tresp. gelijk aan ed 


dx 
dy’ dax? drdy' dy? 
Zullen nu de kromtestralen aan het gevraagde voldoen, 


dan is 
CL HPP) Hr (1 + 9) — 2 pgs = 0. 
Substitueert men de verschillende functies p, q, 7, Ss, t, 
afgeleid van de vgl. 2 == f(r) in deze betrekking, dan komt 
er na een eenigszins lange doch gemakkelijke me 


FO Arf nf rE=0. 
Dit is een eenvoudige differentiaalvg]. der tweede orde. 
Door substitutie f(r)=p gaat zij al aanstonds over in 
een vgl. der eerste orde nl.: 


Om 


Or pltp) 
De integreering van het tweede lid geschiedt door de 
dt 


substitutie p = 6 pe FE) 


ti 
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Met weglating der tusschenbewerkingen 
m 
m2 


waarbij m een constante voorstelt. 
Nogmaals integreerend heeft men 


2-2, =mlog Cn OE 


2 Zijnde de integratieconstante. 


yr p a N 
Stel … = cos h$; dan el in hd; 


it 2 
dus log (5 + PEA en ) ml ne ee en hieruit weer 


getoond. 


N.B. Heu meetkundige oplossing laat zich vinden door 
uit te gaan van een eigenschap der kettinglijn. Deze nl. 
is de eenige kromme, waarbij kromtestraal en normaal in 
elk punt even groot en tegengesteld zijn. 

Dit leert de oplossing der differentiaalvergelijking 

dy ge SO 0 
Sn El EE 


Oplossing van W. F, Gisolf. 


Neemt men de Z-as als wentelingsas aan, dan is de 
algemeene gedaante van de vergel. van het omwentelings- 


oppervlak 
At y=). 


COS 
De vierkantsvergel. voor de verhouding 


k van de 
le A 


raaklijnen der hoofddoorsneden voor een zeker punt is: 
COS B 


/ el 2 if Dd 2 
\wqr oi etende) ran Cede JA 
GOS Be 
sl) — pat} ao 0, 
waarin Ee Me ET ad ‚—d2 
Bent Lr dy’ en dee dr die hs dal 
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Neemt men een punt aan in het XOZ-vlak, wat blijk- 
baar, omdat men hier met een omwentelingsoppervlak te 
doen heeft tot de algemeenheid niet afdoet, dan komt er, 

2 
daar-s==0, en q=0,dat. de coëticient van oes even 
eens nul is; m.a. w. En of cos&=—=0, terwijl de 

COS & 


cos B’ 
andere wortel EL 0 of cos £’= O0, d.w.z. een der raak- 


lijnen, waardoor een hoofddoorsnede gaat, is de raaklijn 
aan een omwentelingscirkel; waaruit volgt, dat een der 
hoofddoorsneden door de as van omwenteling gaat. Past 
men de stelling van Meunier ten opzichte van een cirkel- 
doorsnede toe, dan vindt men, dat een der hoofdkromte- 
middelpunten in de as van omwenteling ligt; terwijl de 
andere hoofdkromtestraal die is van de wentelende figuur 
in het betrokken punt. 

Men heeft dus te bewijzen, dat de kettinglijn, op hare 
directrix als X-as betrokken, de eenige kromme is, waar- 
van de kromtestraal in ieder punt gelijk en tegengesteld 
is aan de normaal, m.a. w.: 


1 4 42E CDE, 
GS 


of 1442 =yy’, terwijl 1 +42=0 den cirkel geeft met 
het middelpunt op de Y-as. 
Door integratie vindt men: | 
Lite Ee nie AE 
m 
de vergel, van de kettinglijn, waarin p en m integratie- 
constanten; de mm in zijn verband aangevende, dat de 
kettinglijn op haar directrix betrokken is, terwijl de p 
aangeeft, dat verder de Y-as geheel willekeurig kan ge- 
kozen worden. 


ì 


Opmerking van F.J. Vaes. 


Zij PQ de normaal van het oppervlak in een punt P, 
en Q het snijpunt met de omwentelingsas. Het vlak door 
die as en PQ moet een hoofddoorsnede zijn, want telkens 
twee vlakken, die door PQ gaan en gelijke hoeken maken 
met die meriaandoorsnede, geven congruente doorsneden. 

Nu zal PQ een van de hoofdkromtestralen moeten zijn, 
want van de parallel-doorsnede door P moet (volgens de 


gl 


stelling van Meunier) de kromtestraal de projectie zijn van 
den hoofdkromtestraal. 

De meridiaandoorsnede moet dus zoodanig zijn dat: 

y= Reose, 
als y de afstand van P tot de as, R de kromtestraal 
(waarvan de lengte gelijk aan PQ moet zijn) en z de hoek 
van y met PQ, of van de raaklijn in P met de as voorstelt. 

Dit leidt tot de differentiaalvergelijking in de voorgaande 
oplossing vermeld. 

VRAAGSTUK 68. 

Indien men in een /\ heeft: ra +- ha + Ór, dan is de lijn, 
die het middelpunt van den ingeschreven cirkel verbindt met 
het zwaartepunt, evenwijdig aan of loodrecht op de zijde a. 

H. G. A. VERKAART. 
Opgelost door Mej. A. BLOMHERT, W. H. SCHMELLING, 
Vn verde EN His At VERKAART. 


Oplossing van Mej. A. Blomhert en H. G. A. Verkaart. 
Uit de gegeven betrekking volgt: 


1 2 6 
EE 

1 1 6 3 
EA ed 
Bind 8 (24 — 8) 
Ne dgn 


(2a —s)s —= (2a—s) (Bs — 30), 
(2a — s) (3a — 25) = 0. 
Noemt men den hoek dien de verbindingslijn, in het 
vraagstuk genoemd, met de lijn « maakt, ®, dan heeft men: 
r(3a —?s) 
nm EB glas) 
Hieruit volgt onmiddellijk het gestelde. 


VRAAGSTUK 69. 

Indien d, da, dv, de, de afstanden voorstellén van een 
willekeurig punt in het vlak van een driehoek tot de middel- 
punten der in- en aangeschreven cirkels, dan heeft men de 
betrekking 
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waarin B, Tr, ra, ry, re de stralen der om-, in-, en aange 
schreven cirkels voorstellen. H. G. A. VERKAART. 


Opgelost door W. H. SCHMELLING, F. J. VAES, 
HGe Ass VERSA 


Oplossing van H. G. A. Verkaart. 


Zij ABC de driehoek, I het middelpunt van den inge- 
schreven cirkel, P een willekeurig punt. Trekken we CI 
door tot AB in D gesneden wordt, dan is AD:DB=b:a,. 
en DI:IC =c:(a + b). 

Passen we nu het theorema van Stewart toe in de 
AA APB en DPC, en elimineeren wij PD, dan vinden wij 

a.AP2 Hb. BP2 +4 ce. OP2—=(a db tod? tabe. 

Evenzoo heeft men voor de 3 andere middelpunten 

— a. AP2 +4 b. BP2 Hc. CP2=(—a tb + ode * — abe 
enz. Deze 4 gelijkheden gecombineerd geven 

(atb ode 2 + (a —b + od 2 + (a Hb — ode 2 — 

— (a + b + o)d? = 4abe, | 
waarvoor men schrijven kan 


2 2 A Em 
de 
Va YT Ve Ja 


Oplossing van F.J. Vaes. 


Denkt men in de hoekpunten A, B en C van den drie- 
hoek massa’s a, b en c aanwezig, evenredig met de over- 
staande zijden, dan is het middelpunt I van den ingeschreven 
cirkel het zwaartepunt van de massa’s. Want de lijn Al 
snijdt bij verlenging de zijde BC in een punt D, zoodanig dat 
D het zwaartepunt is van de massa’s b en c, terwijl: 

AI:ID = (bt 0):a. 

Denkt men in het middelpunt Il, van den aangeschreven 
cirkel, die de zijde a raakt, een massa — a J-b + c, dan 
geeft deze met de massa a te samen een resulteerende 
massa b +c in het punt D, want: 

Ll, D:AD=a:(—ad bo). 
Neemt men dus in A een massa — a, en in Il, een massa 


d—b—cC, dan maken die evenwicht met de massa’s ben c 
in B en C. 
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‚Wanneer de som der traagheidsmomenten van een aantal 
massa’s ten opzichte van een vunt P moet worden bepaald, 
dan kan men de som der tr. mom. nemen ten opzichte 
van het zwaartepunt, en daarbij voegen het tr. mom. van 
de resulteerende massa ten opzichte van P, 

Van de massa’s — ad, a —b—c, b en c is de resultee- 
rende massa nul, en dus het traagheidsmoment ten opzichte 
van elk willekeurig punt evengroot als dat te opzichte 
van D, namelijk : 


Ti =bX BD? + c X CD? —a X AD? —(a db HO) X Ia DA 


AEN, 
of, daar : lm ere OER 
DERDE Ce XCOD? a ADI re 
of Ti XDB} CX ODP a KAD 
An ac \? ab \? (: ac ab | 
die) EX en Ln Be) 
bH-C 
TE TEE 
RNC DC (b HCH) (b + C— a) bc 
ee AT TET 
ONE NONNA (DT Ce Oe 
VOER tre URE abc. 
Neemt men dus groepen van massa’s in: 
eG ien IL, li l 
—4 bb € (atb) 
ab C — (a —b JC) 
a b —C — (a +0 —c0) 
inn let atb 


dan is de totale massa in A, B en C nul, en de som der 

traagheidsmomenten ten opzichte van P is: 
T=—l—atbij 0de? (abt 0o)d? 
lab odet ha tb HO? 

Deze som is gelijk aan de som der tr. mom. van de eerste 
vier massa’s ten opzichte van D plus die van de volgende 
vier ten opzichte van E,‚ plus die van de derde vier ten 
opzichte van F (als E en F de snijpunten zijn van Bl resp. 
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CT met AB en BC) plus die van de laatste vier ten opzichte 
van I. De drie eerste sommen zijn elk — abc, de vierde nl, 
raX Al? vindt men eveneens gelijk — abc. De totale som 
is dus — 4 abc. 

Men verkrijgt daardoor dezelfde vergelijking als in de oplos- 
sing van den heer Verkaart. 

De oplossing wordt meer symmetrisch op de volgende wijze. 

Het tr. moment van het stelsel — a, a—b—c, b en c 
is, zooals vermeld, ten opzichte van elk punt P evengroot 
als ten opzichte van D. Kiest men dus het punt I, dan 
is het gezochte moment: 


—a. A2 HD. BR HC CR —(—ad-bdo0. IR. 
Doch voor de andere stelsels heeft men: 
a. A2 —b. BR + co. CR —(a—bt-0. IR, 
a. A2 4D. BR —c, CR —(ad-b—o0). IL B, 
— a. Al? —b. BI2—c. CR, 
zoodat het totale moment is: 
atb Bab dtoh La 


£ a” 5 b? 
CG TAN (s— ORO cos? B 
c2 
nn cos? 4 C° 
Ze ab?c 
of 2(s—a) Xs en 2(s in 
abc? 
— 2 (s de en). 


2 abc anda ‚ dus — 4 abc. 


of 


Voor het verband Ann deze oplossing en die van 
den heer Verkaart, zie men blz. 100 van den tweeden 
jaargang. 

VRAAGSTUK 70. 


ABCD is een bolvierhoek, waarin een cirkel is beschreven. 
ABBO ==b ODS En sAD ES de ERDER 
Sinds sin C== sin UO Sin Va D SUV EAS 
J. N. VisSCHeRs. 


Opgelost door O. BENING, V. Th. v. d. VEN, 
J. N. VISSCHERS. 
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Oplossing van J.N. Visschers. 
Trek de diagonaal AC =ze, dan is: 


COS € == COS C COS d +- sin c sin d cos D 
COS € = COS d COS b + sin ad sin b cos B. 


Dus: cos a cos b + sin a sin b cos B—= cos c cos d + 
| SIDES: CASA EM eben (1). 
Maar: cos (a — b) — COS ( d — Cc), 


of: cosacosb + sin asin b—= cosccos d H- sin csin d. .(2). 
Door aftrekking van (1) van (2) komt: 
sin a sin b (1 — cos B) — sin c sin d (1 — cos D), 
waaruit volgt: 
2 sin a sin b sin? !/, B == 2sin esin d sin? !/, D, 


sinasinbsin?!/,B== sincsindsin®!/, D, 
SSUnbasine sti We Sine fe Ds sina B... (8). 
Moksi Oes 0 sind sine 0 rsins Ar ld). 


Na vermenigvuldiging van (8) met (4) en eenige herlei- 
ding volgt: 
sin a: sin c == sin }/, C sin !/, D:sin !/, A sin l/, B. 
Oplossing van O. Bening. 


Zij ABCD de bolvierhoek, O het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel E,‚ F, G en H de raakpunten op AB, 
BC, CD en DA. Trek de spherische stralen OE, OF, OG en OH, 
verbindt O door bogen van groote cirkels met de hoekpunten. 

In de eerste plaats zal de gelijk en gelijkvormigheid der 
rechthoekige bol-driehoeken BOF en BOE aangetoond worden. 
Verbindt daartoe de punten Een F. / FOE is gelijkbeenig, 
waaruit volgt £ EFO = / OFE, en hieruit , BFE == £ BEF, 
m.a.w. de driehoek EBF is geliĳkbeenig. De driehoeken 
BFO en BEO hebben dus 1 zijde gemeen en 2 zijden gelijk, 
ze zijn dus gelijk en gelijkvormig. Hieruit leidt men af: 
ErBOB-—= £/BOE. 

Eveneens vindt men: 


On COG GONE DORE LEO A LIHOA, 
waaruit volgt: 
L BOE + £ EOA == 180° —(L COG + £ DOG) 
of: L BOA == 180° — £ COD. 
In bol-A BOA heeft men: 
| sina:sin L BOA =sinOB:sintA. . . . (1). 
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In bol- ACOD: 
sinc:sin £ COD =sin OC : sin 4 D, | 
of sin c:sin.£ BOA ==sin OG: sin £D en 


Uit (1) en (2) volgt: 
sin d:sine =sinOBsin 4D: sin OC sin 4 A, 
doch sin OB :sin OC ==sin +C:sin 4 B, 
dus: sina:sinc=sin}Csin4D:sin 4 A sin 4 B. 


VRAAGSTUK 71. 


Als men om een ellips parallelogrammen beschrijft, is het 
product van het oppervlak van zoo'n parallelogram en van 
dat, hetwelk de raakpunten tot hoekpunten heeft standvastig. 

C. A. Crkor. 
Opgelost door P. BAKKER, Mej. BLOMHERT, C. A. 
CIKOT, H. v. DINTER, A. W. KLOOS, W. G. 
v. d. MEER, D. POSTMA, F. SIEVERDINK, 
Nasa Boe ZN EEN Se ME 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Beginnen we met het geval dat de ellips een cirkel is 
met een straal R,‚ dan is het omgeschreven parallelogram 
een ruit, het ingeschreven een rechthoek. Veronderstel dat 
in dien rechthoek de diagonalen een hoek « met elkaar 
maken, dan is het oppervlak =2 R?sinz. Het oppervlak 
van de bijbehoorende ruit is dan: 

2 R? 4 R? 
sintucosta sine 

Product =8 Rf = constant. 

Door projecteering is nu bovenstaande eigenschap uit te 
breiden tot de ellips. 

Gevolg. Als een der parallelogrammen een maximum 
bereikt, is het andere minimum, 

Opmerking |. Eenige inzenders van oplossingen meenden, 
dat de zijden van het parallelogram evenwijdig zijn aan 
een; paar toegegevoegde middellijnen. 

2. Uit een figuur blijkt, dat de middellijn van den 
genoemden cirkel middenevenredig is tusschen eene zijde 
van den rechthoek en de daarmede evenwijdige diagonaal 
der ruit: het product van beide inhouden is dus gelijk aan 
achtmaal het vierkant van den straal, en dit standvastige 
product wordt bij het projecteeren met. den eveneens 
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standvastige hellings-cosinus van het cirkelvlak vermenig:- 
vuldigd. (JANSSEN VAN RAAIJ). 
VRAAGSTUK 72. 


Om een ellipsoïde kunnen onbepaald veel octaëders beschreven 
worden, die hun hoekpunten op de assen hebben; welke heeft 
minimum inhoud? C. A. Crkor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, W. F. GISOLF, 
G. LOTTERING, W. G. v. d. MEER, 
D. POSTMA, F. SIEVERDINK. 


Oplossing van C. A. Cikot. 
Als de vergelijking van de ellipsoïde is: = EEE D TR it 


dan vindt men voor de stukken, die een raakvlak in He punt 


8 a? Db? c2 
(@1,Y1, 21) van de assen afsnijdt: —, — en — De inhoud 
Pan en Vi <1 : 
van den octaëder is nu sl Ee Nu moet dus A 
ee Li Ni A 
DL, Yi A 
minimu.a, of AG maximum worden; deze laatste uit- 
2 
drukking wordt dat tegelijk met DL en L De som van 


deze factoren is constant (= 1); het product a? b? c2 wordt 


. Oe WE 1 Ae), 
duessens maximum voors-de— Let of 21 
HIDE 0 AB. mb 


EE en bj, a }/38, enz. De raakpunten zijn 


en | Tiarnit-= 

IE 8. Hieruit: 3 

de snijpunten van het oppervlak met de diagonalen van 
het parallelopipedum op de assen. 

Opmerking. Op een stel toegevoegde middellijnen als 


assen blijven de vergelijkingen van de ellipsoïde en die 
van een raakvlak en 


2 y2 22 
nr en en 
De stukken door een raakvlak van ne assen afgesneden 


4 a? b2 c@ 
blijven : EAT Nu is de inhoud van een der bedoelde 


oetaëders gelijk aan het product van die vlakken en een 
factor, afhankelijk van den drievlakkenhoek door de assen 
gevormd; bij een zelfde assenstelsel heeft men dus een 
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rn 1 
minimum octaëder voor x= zeV8, en voor den inhoud 


van den bedoelden octaëder vindt men : 4 abc W/3 X een factor 
afhankelijk van den drievlakkenhoek aan den oorsprong. 
Het parallelopipedum op de assen heeft tot inhoud : 8 abc X 
denzelfden factor. Bij ieder stel toegevoegde middellijnen 
heeft men dus dezelfde verhouding tusschen minimum- 
octaëder en parallelopipedum op de assen, en daar dit laatste 
constant is, zijn ook alle minimum-octaëders even groot. 


Oplossing van W.F. Gisolf. 


Van elken octaëder om de ellipsoide beschreven, ligt 
een achtste deel in het, le octant, zoodat men zich alleen 
met dit heeft bezig te houden. 

Gaat men nu de afstanden tot het YOZ-vlak verkorten, 


alle tot op en van hun oorspronkelijke lengte; die tot 
Ls) 
het X0Z-vlak tot op het Ö deel; die tot het YOZ-vlak tot 


b 
op het deel. Dan wordt de ellipsoïde een bol, zooals 


ook zonder analytisch bewijs is aan te toonen. De raak- 
vlakken blijven raakvlakken, en de octaëders worden tot 
3 

op het de van hun oorspronkelijk volumen verkleind 
Het raakvlak, dat het kleinste volume insluit met de 3 
coördinaatvlakken is evenwijdig met het vlak, dat de 8 
uiteinden der assen verbindt, en zal dit dus blijven. zijn 
in de getransformeerde figuur. 

Dit bewijs is geheel analoog analytisch te voeren, men 
voert dan nieuwe waarden in voor x,y,z nl. 4 =d%; 
y=byj == CH. | 

2e Bewijs. Het vraagstuk komt neer te bepalen het 
max. van xyz als het punt door x,y, 2 voorgesteld, op de 
ellipsoïde, op de assen als coördinaatassen betrokken moet 
blijven. Men kan nu eerst in een ellips // XOY, in het 
1° octant, het max. van xy opzoeken; door de ellips als 
projectie van een cirkel te beschouwen, vindt men dat dit 
punt het uiteinde is van een der gelijke toegevoegde 
middellijnen, De meetk. plaats van deze punten is de 
doorsnede van het diagonaalvlak door de z-as van het 
rechthoekig parallelopipedum op de assen ; het punt, dat 
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het max. van xyz geeft ligt dus op de doorsnijding van 
den hoofddiagonaal van dit parallelopipedum en de ellipsoïde, 
zoodat het raakvlak in ‘dit punt de gevraagde octaëder geeft. 


VRAAGSTUK 78. 


Als men in een bot een cilinder beschrijft, en om den bol 
twee kegels, die hem resp. volgens grond- en bovenvlak van 
den cilinder omhullen, dan is het product van dien cilinder 
en den gevormden dubbelen kegel constant. Gevolgen ? 

C. A. Crkor. 


Opgelost door P. BAKKER, C. A. CIKOT, H. v. DINTER, 
’_G. LOTTERING, W. H. SCHMELLING, V. Th. v. d. VEN. 
Oplossing van C. A. Cikot. 

Stel den straal van den bol —=R, en den hoek, dien 
een bolstraal naar het grondvlak van den cilinder getrokken, 
met de hoogte maakt z, dan is de inhoud van den 
cilinder 2m R*sin?xcosa, en die van den dubbelen kegel 
2 R$ 


3 7 sin?u cosa 

Gevolgen. 1. Als de cilinder zijn maximum bereikt, is de 
dubbele kegel minimum, en omgekeerd. 

2. Daar bij alle regelmatige n-hoeken de verhouding 
tusschen den veelhoek en den ingeschreven cirkel dezelfde 
is, en dit ook geldt voor de verhouding tusschen den om- 
geschreven cirkel en veelhoek, kan deze eigenschap ook 
tot ingeschreven regelmatige prisma's en omgeschreven 
regelmatige dubbele pyramides uitgebreid worden. 

Opmerking van P. Bakker. 

le. Hoe kleiner de inhoud van den cilinder, des te grooter 
is die van den dubbelen kegel en omgekeerd. 

De inhoud van den cilinder kan tot O naderen nl. als 
de hoogte van den cilinder tot 2R nadert; ook als de 
hoogte tot O nadert. In beide gevallen nadert de inhoud 
van den dubbelen kegel tot oneindig groot. 

2e. Als we de hoogte van den cilinder laten veranderen 
van 0 tot 2R,‚ is de inhoud aanvankelijk nul en op het 
einde weer nul. De inhoud moet dus noodzakelijk tenminste 
één maximum:waarde gepasseerd zijn. Tegelijk is de inhoud 
van den dubbelen kegel eerst oneindig groot, en op het 
einde weer oneindig groot; deze inhoud moet dus een 
minimum waarde gepasseerd zijn. We kunnen de maximum 
waarde van den cilinder berekenen. 


DOO UG 5 zeuk 
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Stel de hoogte van den cilinder = 2x, den straal 7, dan is: 
ri—=R?—t?. 


Inhoud cilinder —= 7 (R2 — 12) 2x. 

Voor een maximum is R2— 3x? —= 0. 
waaruit : Ll R2 en Vd D. 

Nu is: ri=R?—zgi==?/s R2, dus 


inhoud maximum cilinder 
== GEND == Te aL is RSS han 
Het product is constant, dus: 
inhoud minimum kegel 
or ikke 
t/o R*V3 


3e. De verhoudin inhoud cilinder 
5 inhoud dubbelen kegel 


de grootste waarde; ze is: 
ARAS 0 
zRSW3 sel ener 
Opmerking van H. v. Dinter en V. Th. v. d. Ven. 


Bij vraagstuk 71 bl. 76 is bewezen, dat het produkt van de 
oppervlakken van omgeschreven ruit en ingeschreven 
rechthoek bij een cirkel constant was. Nemen we een 
hoofddoorsnede van den bol met kegels en cilinder, dan 
krijgen we dit geval dus terug. Door nu de 2 factoren te 
zoeken, waarmee rechthoek en ruit moeten vermenig- 
vuldigd worden om de inhouden te verkrijgen, vinden wij 
„ R? 
8% 
is, en een constante maal een constante is weer een con- 
stante, zoodat we de beide gevallen uit elkaar kunnen 
afleiden. Ee 


—=nRl/ 8. 


bereikt nu ook 


en '/, 7%, zoodat het product dezer factoren constant 


VRAAGSTUK 74. 


Zeker lichaam is uitsluitend door driehoeken begrensd; in 
gelijkstandige punten van de Euler-lijnen voor die zijvlakken 
werken krachten, loodrecht op de zijvlakken, daarmede even- 
redig, en Ôf alle naar binnen òf alle naar buiten gericht ; 
bewijs dat die krachten met elkander in evenwicht zijn. 

C, A. Crkor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, 
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Oplossing van C. A. Cikot. 


We zullen eerst de eigenschap bewijzen voor het geval, 
dat het lichaam een tetraëder is, en de krachten in de 
middelpunten van de omgeschreven cirkels werken. Men 
„ziet direct in, dat de krachten door één punt gaan, m.a.w. 
dat men met geen koppels te doen krijgt. Als men nu tot 
as aanneemt een lijn loodrecht op een der zijvlakken, dan 
is de som van de ontbondenen langs die lijn = nul, omdat 
de som van de projecties van drie zijvlakken op het vierde 
gelijk aan het vierde is. Daar nu de algebraïsche som van 
de ontbondenen der krachten op drie niet evenwijdige 
assen =— nul is, is er evenwicht. 

Werkten de krachten in de zwaartepunten der zijvlakken, 
dan kan men, aangezien die zwaartepunten de hoekpunten 
zijn van een tetraëder, gelijkvormig met het oorspronkelijke, 
het vraagstuk tot dit terugbrengen: Als in de vier hoek- 
punten van een tetraëder krachten werken loodrecht op de 
overstaande zijden en evenredig daarmeê, terwijl ze òf alle 
naar binnen, òf alle naar buiten gericht zijn, maken die 
krachten evenwicht. Zij dan TABC zoo’n tetraëder, P de 
kracht die in A werkt, en de hoogtelijn TI’ =h. In het 
zijvlak TBC trekken we TD | BC, en verbinden T’ met D; 
LTDT =zis dan de standhoek tusschen twee zijvlakken. 
We projecteeren P op de basis ABC en op haar normaal 
in A, de twee ontbondenen zijn dan Psing en Pcosa;de 
eerste staat loodrecht op de ribbe BC = a, en hare grootte 
is: TBC sing = t ah, de tweede wordt voorgesteld door T'BC. 
Doet men hetzelfde met de krachten in B en in ©, dan 
krijgt men ten slotte: 1e. Drie evenwijdige krachten 
LJ ABO, in A, B en C aangrijpende en resp. evenredig 
met de AA TBO, TCA en TAB. De som van die krachten 
is = A ABC, hun resultante is tegengesteld aan de kracht 
in T » ABC, dus zij heffen elkander op. 2e. Drie krachten 
aangrijpende in de hoekpunten van A ABC, loodrecht op 
en evenwijdig met de zijden ; ook dit stel is in evenwicht. 

Als de krachten nu bij een tetraëder in gelijkstandige 
punten van de Eulerlijn aangrijpen, kan men door ontbin- 
ding van iedere kracht in twee daarmeê evenwijdige, en 
aangrijpende resp. in de middelpunten van de omgeschreven 
cirkels en in de zwaartepunten der zijvlakken, en door 
toepassing van de voorgaande eigenschappen laten zien, dat 
er evenwicht is. 


Vraagstukken W.T, 3e Jaargang ö 
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Heeft men te doen met een veelvlak door driehoeken 
begrensd, dan kan men dit in tetraëders verdeelen; door 
toepassing van het voorgaande ziet men dan dat er even- 
wicht is. 

Het bewijs van de tweede hulpstelling is genomen uit 
„Questions de mécanique” van Antomari en Laisant. 


VRAAGSTUK 75. 


Dr. Hollman geeft in het tweede deel van zijn vraagstukken 
over analytische meetkunde in de ruimte onder no. 156 het 
volgende vraagstuk op : 

„Wanneer eene ellipsoïde zoodanig bepaald is, dat zij door 
twee der drie door haar middelpunt gaande onderling recht- 
hoekige coördinaten-vlakken volgens cirkels gesneden wordt, 
dan maken de vierkanten der halve assen eene harmonische 
reeks wit’. Hú geeft daarvan een vrij ingewikkeld bewijs, 
waarin o.a. een derde-machtsvergelyjking moet opgelost worden. 
Men vraagt een eenvoudig en kort bewijs. CA CIKOR 


Opgelost door C. A. CIKOT, W. F. GISOLF, 
A. W. KLOOS, G. LOTTERING, P. VOS. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Beschouw de hoofddoorsnede, die loodrecht staat op de 
as 2b (verondersteld wordt, dat de assen, naar afdalende 
grootte gerangschikt, 2a, 2b en 2c zijn), dan onstaat een 
ellips, die tot halve assen heeft a en c; deze moet nu zóó 
zijn, dat de middellijn, die den hoek tusschen de assen 


middendoordeelt =2b zij. Voor het vierkant van die 
middellijn vindt men: 
8a? c? 
Sd bh? 
Puie 4 D2, 
edet dOr Oer De NOC Ee 
Ser: Pr Lr ee a 


VRAAGSTUK 76. 


Door het middelpunt van een ellipsoïde brengt men vlakken 
aan; op de normaal van die vlakken, in het middelpunt 
opgericht, zet men een stuk wit evenredig met de grootte der 
doorsnede ; gevraagd de meetkundige plaats van de uiteinden. 

C. A. Cikor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, H. v. DINTER, G. 
LOTTERING, W.G. v. d. MEER, P. VOS. 
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Oplossing van C, 4. Cikot. 


De hoofdassen der ellipsoïde nemen we voor coördinaat- 
assen aan, dan is hare vergelijking : 


Tee 
die van het snijdend vlak: 
Ax + By + Cz =0. 

Om de grootte der doorsnede te bepalen, maken we de 
vergelijking harer projecties op de drie coördinaat-vlakken 
op (door tusschen de twee vergelijkingen achtereenvolgens 
2, y en z te elimineeren); uit de vergelijking kan men de 
grootte der projectie (ellips) opmaken ; door toe te passen 
dat de doorsneê gelijk is aan den wortel uit de som van 
de kwadraten harer projecties, vindt men voor dat oppervlak: 


EL VEEN 
== C Ee Tr 
mn Siet W Aa? 4 B202 + O2? 


De vergelijkingen van de normaal zijn: 
a ed 
Bed ME AE EN EI). 
Om uit te drukken dat hare lengte evenredig met O is. 
hebben we: 


0? m2 a? b2 c2 / A2 — B2 En C2 

9 2 AIEN EL 

Bed nt 2 p? p? ( Aa? + B + C22 ) (2) 
Om de vergelijkingen van het oppervlak te vinden 

moeten we tusschen (1) en (2) A, B en C elimineeren. 


B ge GC z 
(1) geeft: ER zen 
9 9 9 2 2 b? c? ae x2 + 2 
Le HY HZ > nml 
id x2 x2 
2a2b2etr zy? 22 
OE Me ed Ee ofte 
rar kene p? B) Ee) 
2 2 bee? 
a FPL OPS D 


a? c? a2b2 
EE 


vos Ee 42 
Stel eid, dan Ie PE + + 
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De m. pl. is dus een- ellipsoïde (of, wil men, een halve 
ellipsoïde), waarvan de assen omgekeerd evenredig zijn mèt 
die van de oorspronkelijke, 


VRAAGSTUK 77. 


Wat is de meetkundige plaats van de middelpunten der 
cirkels die, bij een ellips, raken aan de verlengden der 


voerstraten van eenzelfde punt en aan de groote as? 
CG; A. Crkor. 


Opgelost door P. BAKKER, C. A. CIKOT, H. v. DINTER, 
W.H. L. JANSSEN VAN RAAY, G. LOTTERING, 
W. G. v. d. MEER, W. H. SCHMELLING, 

V. Th. v. d. VEN, P. VOS. 


Oplossing van C. A. Cikot. 
2 2 
Zij de vergelijking van de ellips tn —= 1 ;stellen we den 


afstand van het middelpunt tot een der brandpunten =e, dan 

is de straal van bedoelden cirkel voor een punt (x,, 4) van 

Vi 
5 


de ellips KO ee De vergelijking van de normaal in 


dat punt, m. a. w. de bissectrice voor den tophoek : 


a 
Ohe rde 4). 


Het punt op deze lijn, waarvoor y=—?7 is, is het 
bedoelde middelpunt: 
Red GREEN 
a—e 7 bay Shar 


Gedeeld door y,: 
rek Le 


Ee CF bx, LZ — di); ae %i) 
Dit geeft ten slotte: 2. == — Ee 
waaruit verder volgt: 5 == zd 
Daar het punt gn ge op de ellips ligt, heeft men: 


ZEE of 
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3 (a En e)° y? Ei { 2 y2 
e? 3 b2 e? ) PE 


De meetkundige plaats is dus een ellips, concentrisch 

met de oorspronkelijke, waarvan de assen zijn: 
be 

aen 

Nu is: ae, Zae>e?, 2Zae>2at—2b2, 

Jae et atb, La —e)?, bat, 
be 
a—e a 

derhalve valt de groote as in de richting van de kleine 
der oorspronkelijke. 


€ en 


Oplossing van H. van Dinter. 
Zij het punt P (@®); de brandpunten F,’ en F, zoodat 
PF, =a(l + ecos Dd), 
PF) = a (1 —e cos D). 


Beschouw den A PE‚'F,. 
Het middelpunt in kwestie is het punt van gemiddelden 
afstand van de hoekpunten P, F,', F voor de veelvouden 


—2ae, a(l +ecos®), a(l—ecosdP). 
Derhalve, als zijn coördinaten x, y, zijn 
_ 2atecosD }atell Je cos D) — ate (Ll —ecos®) 


2a(l —e) 
== U € GOS D, 
— Zabesin®D besmD 
en lee 
waaruit: 
sin? Dd + cos? d —= rs 2 nr ieer = i 


zijnde een ellips door F,' en Fs. 


Oplossing van W.H. L. Janssen van Raay. 


Tot de gevraagde uitkomst kan men langs zuiver 
meetkundigen weg geraken. 
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Uit bijgaande figuur, waarin OD, AD, KA en MH lood- 
lijnen zijn, terwijl de overige lijnen voor zich zelf spreken, 
ziet men namelijk: 


A APQ AED 


Lom GREED 
en 
AK ODA, 
zoodat 
MH e 
AK Sas 
Verder is 
PQ ADT 
NEEN 


ons dusmOBEs (: en 


HQ =s—AQ=ate— AQ =ed AP —d. 
OH =e— HQ =a AP =al1 | 
Zoodat: OBO Ede 

terwijl verder: 

OB: AG == MO: MC == MH: (MH JAK) SE 
en dus OH =AG. 
Vervolgens is 
DOS OH SDE AC SAKMEN SEE 

en dus DC: AD = (a —e):d. 

De meetkundige plaats van C is dus eene ellips, pro- 
jectie van de om OD gedraaide gegeven ellips, en die tot 


halve assen heeft a —e en b. Door vermenigvuldiging 


dezer beiden met zE of me vindt men als meetkun- 
AK a—e 


dige plaats van het punt M de ellips met de halve assen 
e en 


Ct é 
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VRAAGSTUK 78. 


Twee kegelsneden hebben een brandpunt gemeen. Men trekt 
2 gemeenschappelijke raaklijnen en de richtlijnen. De lijn, 
die het gemeenschappelĳjk brandpunt verbindt met het snij- 
punt der raaklijnen staat loodrecht op de lijn, die hetzelfde 
brandpunt verbindt met het snijpunt der richtlijnen 
H. v. Dinrer. 


Opgelost door H. v. DINTER, W. F. GISOLF, 
W. H. L. JANSSEN VAN RAAY, V. Th. v. d. VEN. 


Oplossing van W.H. L. Janssen van Raay. 


1. De stelling kan gemakkelijk bewezen worden, wan- 
neer men de benaming kegelsnede letterlijk opvat. 

Twee kegels K en K’, beschreven om een zelfden bol B 
en gesneden door een zelfde raakvlak V aan dien bol, 
geven twee kegelsneden C en C’, die het raakpunt P van 
V en B als gemeenschappelijk brandpunt bezitten. 

De gemeenschappelijke raaklijnen aan C en C’ liggen in 
gemeenschappelijke raakvlakken aan K en K’, welke door 
de verbindingslijn TT’ der toppen gaan, en snijden elkaar 
dus in het zelfde punt S, waar ook de lijn TT’ het vlak 
V ontmoet. 

De vlakken W en W’, waarin de aanrakingscirkels van 
den bol met de beide kegels liggen, snijden V volgens de 
richtlijnen 7 en 7’, die elkaar in het punt O ontmoeten, 
en snijden elkaar volgens eene lijn a, die eveneens door O gaat. 

Er moet dus bewezen worden, dat de lijnen SP en OP 
loodrecht op elkaar staan. 

Nu is, ten opzichte van den bol B, W het poolvlak van 
T, en van ieder punt in W gaat dus omgekeerd het pool- 
vlak door T. Evenzoo gaat van elk punt in W’ het pool- 
vlak door T’, zoodat het poolvlak van ieder punt in de 
lijn a de lijn TT'S bevat. 

Dus gaat het poolvlak van het punt O door het punt 
S. Maar omdat V een raakvlak door O aan den bol is, 
gaat dat poolvlak ook door het raakpunt P. Zoodoende is 
SP eene raaklijn aan den cirkel, volgens welken de bol B 
en een omgeschreven kegel met top O elkaar aanraken. 
Dus staat SP rechthoekig op de beschrijvende lijn OP van 
dezen kegel. | 


_ IT. In het voorgaande is van de eigenschappen der 
kegelsneden zelven niet of nauwelijks gebruik gemaakt. 


88 


Wil men de beschouwingen beperken tot het vlak, waarin 
de twee gegeven kegelsneden liggen, dat volgt de te be- 
wijzen stelling gemakkelijk uit de volgende meer of minder 
bekende eigenschappen: | 

a. De poollijn van een punt in eene der richtlijnen gaat 
door het brandpunt, dat bij die richtlijn behoort en staat 
loodrecht op de verbindingslijn van dat brandpunt en het 
eerste punt. 

b. Twee kegelsneden hebben een gemeenschappelijken 
pooldriehoek, op welks zijden de snijpunten der gemeen- 
schappelijke paren van raaklijnen liggen. 

Van dezen pooldriehoek zĳn ten minste één hoekpunt 
en ééne zijde bestaanbaar. 

c. Wanneer twee kegelsneden een brandpunt gemeen” 
hebben, dan gaan twee zijden van den gemeenschappelijken 
koordenvierhoek door het snijpunt van de twee richtlijnen, 
die bij dat brandpunt behooren. 

Deze laatste eigenschap, die weinig genoemd wordt, kan 
analytisch als volgt gemakkelijk worden aangetoond. 

Laten ten opzichte van een rechthoekig coördinaten- 
stelsel de vergelijkingen der beide richtlijnen zijn: 


ArtByt0=z=0. et 

Aln hB'y 00 sen 
en de coördinaten van het gemeenschappelijke brandpunt 
xv en yy, dan zijn de vergelijkingen der beide kegelsneden 
mi(Ard By + OC) 


(x Ps %)° mi (y Gn 1) en A? zE B? ENE (3), 
Ö NAR HB'y HOP 
at EEn 


en die van twee gemeenschappelijke koorden 


mArtByd0)_, nA'atBy 40) e 

VEB LT VAL EE 
welke, zooals uit den vorm der vergelijkingen blijkt, door 
het snijpunt der lijnen (1) en (2) gaan. 

Laat nu P het gemeenschappelijke brandpunt, O het 
snijpunt van de bijbehoorende richtlijnen en S dat van de 
gemeenschappelijke raaklijnen der twee bedoelde kegel- 
sneden zijn. Volgens de stelling sub. c is O dan het be- 
staanbare hoekpunt van den pooldriehoek, en gaat de 
bestaanbare zijde, die daartegenover ligt, door S. Maar 
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deze zijde gaat ook door P, omdat O in de richtlijnen 
ligt, en staat om de zelfde reden loodrecht op OP. 


Oplossing van H. v. Dinter en W. F. Gisolf. 


Hesse heeft aangetoond (Ges. Werke, p. 599), dat de 
reciproke poollijnen van alle cirkels, met een willekeu- 
rigen cirkel als directrix of basis, focale kegelsneden zijn, 
waarvan het gemeenschappelijke brandpunt met het mid- 
delpunt van de directrix samenvalt en omgekeerd. Hesse 
noemt ze focale kegelsneden, tegenwoordig noemt men ze 
‘ monofocale kegelsneden. 

Voert men deze transformatie ten opzichte van de 
in het vraagstuk gegeven kegelsneden uit, dan ontstaan 
twee geheel willekeurig gelegen cirkels. Met het krand- 
punt F komt dan de oneindig verre lijn overeen, met het 
snijpunt der richtlijnen, de centrale der 2 cirkels. Met 
de verbindingslijn van F en dit snijpunt komt dus het 
oneindig verre punt van de centrale overeen. Met de ge- 
meenschappelijke raaklijnen komen de snijpunten, imagi- 
nair of reöel, der cirkels overeen; met het snijpunt der 
raaklijnen, bijgevolg hun machtlijn; de verbindingslijn van 
dit punt en F' geeft alzoo in de getransformeerde figuur 
het oneindig verre punt der machtlijn. 

Daar nu, terug transformeerend, de poollijnen van het 
oneindig verre punt der centrale en van dat der machtlijn 
t.o.v. de direetrix loodrecht staan op die centrale en op 
die machtlijn; en centrale en machtlijn loodrecht op elkaar 
staan, zullen de poollijnen, d.w.z. de gegeven verbindings- 
lijnen, ook onderling loodrecht zijn. 


Oplossing van V. Th. v. d. Ven. 

We kiezen het gemeenschappelijk brandpunt tot oor- 
sprong, geven aan de richtlijnen tot vergelijking a 4 + 
by de=0, apr by d-e=0, en beschouwen de kegel- 
snede als meetkundige plaats der punten, wier afstanden 
tot brandpunt en richtlijn een bepaalde verhouding hebben. 
Dus Waz 4 ip=(aat byte) en Va? 4) =a, bye. 
en opde e EEE. Ge et 
Wa? + bv? 
is een constante factor, en kan dus weggelaten worden.) 
We hebben dan deze vergelijkingen 


Vrt Hy) = + (ax J by JC), 
Va Hy?) = EE (a LH bi Y HC), 
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of tat ee el ed 
Lt yr = (a, tv Hb, Y + 04). 
Voor de sniĳlijnen vinden wij dus: 
(ax t-by de} —(ag thy de) =0 of 
(amd byd-e) + (ait Hb ye) =O en 
(ax dbyde) —(ardbyte) =0. 
Uit de vergelijking blijkt, dat die lijnen gaan door 
het snijpunt der richtlijnen. 


De raakkoorden voor het punt (x, y;) als snijpunt der 
2 gemeenschappelijke raaklijnen zijn dus: 


VA HYN=lAardbye}(ar +by te) en 
RU HYN =d y (a % + DY HG). 
Het snijpunt dezer raaklijnen is: 
(an tbyd-eo)(ar +by; + Ci) — 
(AAH DY +0) (a Hi + DY HO) =O. 
Dit gaat ook door voor het snijpunt der richtlijnen, dus 
de raakkoorden snijden elkaar ook in dit punt. 


De pool voor de richtlijn is het brandpunt. De poollijn 
voor het snijpunt der richtlijn is dus een lijn door het 
brandpunt. Het punt ligt ook op de raakkoorde voor 
(@ 4), dus de poollijn voor het snijpunt der richtlijnen is 
ook een lijn door #y,; dus de lijn, die brandpuntsen 
(@ Y,) verbindt is poollijn voor dat punt, Het punt kan 
nu worden verbonden met de snijpunten dezer lijn met 
één der kegelsneden. Dit zijn nu raaklijnen, en de hoeken 
waaronder men de raaklijnen uit een punt ziet van uit 
een brandpunt zijn gelijk, Samen zijn zij hier 180°, dus 
elk der hoeken is 90°, dus ook de gevraagde hoek, die er 
één van is. 

Opmerking. Het bewijs, dat de snĳlijnen der kegel- 
sneden gaan door het snijpunt der richtlijn was niet 
noodig geweest, doch is er volledigheidshalve bijgevoegd. 


Opmerking van W. F. Gisolf. 


De in de oplossing van vraagstuk 78 gebruikte stelling, 
bewijst Hesse met behulp van homogene en lijncoördinaten, 
verwijzende naar zijne „Vorlesungen.” Ook zonder deze 
laat de stelling zich bewijzen, met behulp van reciproke 
poollijnen en de imaginaire cirkelpunten in het oneindige. 
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Bewijzen we, dat de reciproke poolfiguur van mono- 
focale kegelsneden ten opzichte van een cirkelbasis, met 
centrum in dat gemeenschappelijk brandpunt, een stel 
kegelsneden is, die elkaar snijden in de twee imaginaire 
cirkelpunten, dus geheel willekeurig gelegen cirkels. 

De van uit het brandpunt aan de kegelsnede getrokken 
raaklijnen zijn imaginair en vallen samen met de in 
absolute richting getrokken lijnen. De reciproke poolfiguur 
van de een is dus, lo. omdat de basis een cirkel is, 
20. omdat de absolute richtingen onderling loodrecht zijn, 
het oneindig verre punt van de ander, dus een der oneindig 
verre imaginairie cirkelpunten. De reciproke poolfiguur 
der kegelsnede, is dus een kegelsnede, gaande door de twee 
imaginaire cirkelpunten en is daarom een cirkel, waarmee 
het te bewijzen bewezen is. 


Opmerking van W. H. L. Janssen van Raay. 


De stelling van Hesse laat zelfs een zeer elementair 
bewijs toe. 

Herinneren we vooraf eraan, dat de harmonische ligging 
van de puntenparen GH, PS ook uitgedrukt kan worden 
door 


ed 2 
EN Ht Gr He HE 
als F het midden van GH is. 

De polen der raaklijnen aan de kegelsnede ten opzichte 
van den cirkel om het brandpunt F vormen de reciproke 
poolfiguur. Laat men dus uit F een loodlijn neer op een 
raaklijn, die deze in een punt S snijdt, dan zal de pool P 
gelegen zijn op de lijn FP, zoodanig, dat: 


PE X SF — 4? 


als o de straal van de directrix voorstelt. 

Daar nu alle punten S op een cirkel zijn gelegen (den 
omgeschreven cirkel der kegelsnede), zoo zullen ook alle 
punten P op een cirkel liggen; eeu gelijkvormigheidspunt 
dezer twee cirkels wordt door het punt F gevormd. 


VRAAGSTUK 79. 


Van een driehoek geeft men de zwaartelijn naar de basis 
mn ligging en grootte, en den tophoek. 
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Men vraagt naar de meetkundige plaats van de uiteinden 
der basis, de middens der opstaande zijden, het middelpunt 
van den omgeschreven cirkel en het hoogtepunt. 

H. v. DiNTER. 


Opgelost door P. BAKKER, Mej. BLOMHERT, 
GC, A. CIKOT. H. v. DINTER, AW. KLOOS. Wi Gen 
MEER, Velho AEN 


Oplossing van H. v. Dinter. 


Zij ABC de A, A de top, de tophoek 2e, de zwaartelijn 
AD ==m. Verleng de zwaartelijn met zich zelf. A,D==AD. 
Trek A;,C dan zijn A en A, vaste punten en L ACA; = 
180 — 24 — constant. Evenzoo £ ABA, == 180 — 2z. 

De punten C en B doorloopen dus cirkels met stralen 
meosec 2. De middelpunten M en M, liggen in een lijn 
door DL AA;; zóó dat DM = DM, == m cos 22, 

De opstaande zijden zijn koorden van die cirkels door 
een vast punt A; hare middens doorloopen dus cirkels 
wier stralen half zoo groot zijn als die van B en C, en 
wier middellijnen zijn AM en AM,. | 

Het middelpunt O van den omgeschreven cirkel is het 
snijpunt der middelloodlijnen van AB en AC; deze gaan 
echter door M en M,‚; derhalve £ MOM, = 180 —2z. O 
doorloopt dus een cirkel door M en M,‚, met straal 
m cot 2e cosec 2u, 

Daar het zwaartepunt Z een vast punt is, en het 
hoogtepunt H zoodanig op de lijn OZ ligt, dat OZ == !/, ZH, 
is de meetkundige plaats van H eveneens een cirkel, 
wiens straal 2-maal zoo groot is als die van cirkel 0. 
Z is het gelijkvormigheidspunt van beide cirkels. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Zij AD de standvastige zwaartelijn, en ABC een van de 
bedoelde driehoeken; verdubbel nu de zwaartelijn door D 
tot in A’, en trek A/B, .dan is. £ ABA =180° — Lb 
constant; de meetkundige plaats van B is derhalve de 
boog ABA’; een dergelijke vindt men voor CG. Daaruit 
volgt dan dat de meetkundige plaats van het midden E 
ook een cirkelboog is, gelijkvormig met ABA’, waarbij A 
gelijkvormigheidspunt is; ’t zelfde voor ’t midden van AC. 

Als M en M, de middelpunten zijn van de bogen door 
B en door C doorloopen, gaat de middelloodlijn van AB 
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altijd door M, die van AC altijd door M,‚, en daar zij met 
elkaar steeds een hoek maken — het supplement van den 
standvastigen tophoek, doorloopt hun snijpunt O (het mid- 
pelpunt dus van den omgeschreven cirkel) een cirkelboog 
die MM, tot koorde heeft, welke boog verder gelijkvormig 
is met de eerste bogen. 

Het zwaartepunt 4 blijft op dezelfde plaats; de lijn van 
Euler draait derhalve om 4, en daar het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel een cirkelboog doorloept, doen 
dat ook het hoogtepunt en het middelpunt van den negen- 
puntscirkel. ’t Blijkt nu dat de gevraagde meetkundige 
plaatsen alle cirkelbogen doorloopen van 2« graden, als de 
tophoek «° is. 

A ABD is de helft van A ABC; de eerste wordt maxi- 
mum als B in B’ ligt; de veranderlijke driehoek bereikt 
dus een maximum als hij gelijkbeenig is. 


Oplossing van W.G. v. d. Meer. 


Neem den top van den A als oorsprong en de zwaarte- 
lijn CE tot y-as. Stel die zwaartelijn =d en tg C =p. 
Als de coördinaten van B z, en y;, zijn, dan is A bepaald 
door: — 4, en 2d—y,. 

Men heeft nu: 
tg ECB + tg ECA 


Terr RORE ROA 
Li Li 
nrd p 

af re | 


Hieruit volgt, dat de meetkundige plaats van het bus s- 
einde B is: 
md) anr ed yi) U 
Dit is te herleiden tot: 
(a, + deot O2 + (yy — d)? = (d cosec C°. 


_ De vergelijking stelt een cirkel voor; de straal en de coör- 
dinaten van het centrum liggen in haar vorm opgesloten. 


De meetkundige plaats van de middens der opstaande 
zijden is de meetkundige plaats van de basiseinden van 
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een A geheel bepaald als boven, doch waarbij nu de 


zwaartelijn 5 is. 


Men krijgt dus als meetkundige plaats van het midden 
F van BC: 
dl. 


(ers cot 0) — ( zl een E cosec or 


De vergelijking van de basis AB is: 
(dy) HY =d. 
De vergeliĳjking van de middelloodlijn EM is: 
LA ld) (den HNO aar ee 
De vergelijking van de zijde BC is: 
Cie U 
De vergelijking van de middelloodlijn FM is daardoor: 


OLH H-YU) =UH Uieenn  N 
De coördinaten z, en y, moeten tevens voldoen aan: 
2 
Ai beten de (3). 


ddy — (+ 12) 
(Zie boven) 
Uit de vergelijkingen (1), (2) en (8) moeten #, en y, 

geölimineerd worden. Het resultaat is: 

Hit yd dl PI YE OE 
Dit is de gevraagde meetkundige plaats van het middel- 
punt M van den omgeschreven cirkel. 
De vergelijking stelt een cirkel voor, welks vergelijking 
te brengen is in den vorm: 
12 + (y — d sec? Cy? = (d tg C sec C)2. 
Straal en centrumscoördinaten zijn hierdoor bekend. 


De vergelijking van de hoogtelijn CG op AB is: 
LA - dy y)=0. on RN 
De vergelijking van de zijde AC ste 
x(@d—y) Hy =0. 
De vergelijking van de hoogtelijn BH op AC is daardoor: 
LA He Ui YDE ee 
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Tevens moeten x, en y;, voldoen aan: 
2d Xj 
oe Moke k 
5 2dy, — (4? + 41°) 6) 
Uit de vergelijkingen (1), (2) en (3) moeten x, en gy, 
weer geëlimineerd worden. 
Het resultaat is: 


2 24 % 4 Gi 0 
Ben An 
Deze vergelijking is die van de meetkundige plaats van 
het hoogtepunt O. Zij stelt een cirkel voor; de verge- 
lijking is te brengen in den vorm: 
12 + (y + 2 d CcOot? CP? = (2 d cot C eosec C)?. 


Straal en middelpuntscoördinaten zijn uit dezen vorm 
af te lezen. 

VRAAGSTUK 80. 

Men vraagt op overeenkomstige wijze als het zwaartepunt 
van een trapezium bepaald werd (jaarg. IL, blz. 78), het 
zwaartepunt van een afgeknotte pyramide te bepalen. 

| Dr. N. Quint. 
Oplossing van Dr. N. Quint. 

Zij ABCDEF een afgeknotte 3-zijdige pyramide. Verdeel 
deze in drie viervlakken BCEA, BCFA en DEFA. Men 
heeft dan als AB:DF =a:b: 

BCEA : BEFA =a:b, 
BCEA : DEFA —= a? : b2, 
dus verhouden zich de drie genoemde viervlakken als 
a? : ab : b2, 
Het zwaartepunt zou dus ook bepaald kunnen worden 


door in de hoekpunten dezer lichamen massa’s te plaatsen, 
die zich verhouden als hunne volumes. Men heeft dan: 


in A een massa a? + ab + b?2, 


jj, B ) » a nd ad, 

1 C ), DJ) de 

)) D » | B 

» E 1) ) ab zie Da: 
VE ps „at ab Jb? 
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Gaat men op gelijke wijze te werk bij de hoekpunten 
B en GC, dan vindt men door samenvoeging, dat het zwaarte- 
punt ook gevonden wordt door in de punten A‚ B, C 
massa’s 3 a? + 2ab Jb? en in de punten D, E‚ F massa’s 
A2 2ab 4-36? te plaatsen. Het zwaartepunt Z van het 
lichaam ligt dus op de lijn, die de zwaartepunten Z, en 
Zs van ABC en DEF verbindt, en wel zoo, dat 


ZZ: ZZ, = (342 + 2ab Hb) :(a2 +2 ab + 30. 


De uitbreiding op een w«-zijdige afgeknotte pyramide 
volgt hieruit onmiddellijk, 


VRAAGSTUK 81. 


Bekend is, dat het zwaartepunt van een vierhoek, welks diago- 
neten elkander in S snijden samenvalt met dat van massa’s 
1 in de hoekpunten en een massa — 1 in S. In overeen- 
stemming Mermede heeft men de stelling: 

Het zwaartepunt van een achtvlak, welks diagonalen 
elkander in S snijden, valt samen met dat van massa's 1 
in de hoekpunten en een massa — 2 in S. Dr. N. Quinr. 


Opgelost door Dr. N. QUINT, F. J. VAES. 


Oplossing van N. Quint. 


Zijn de diagonalen van het achtvlak AA’, BB’ en CC', 
die elkander snijden in S. Stellen we SA = a, SA’ ==! 
enz, dan kunnen de gewichten van SABC... door 4 abe …. 
worden voorgesteld. Deze gewichten over de hoekpunten 
verdeelend en daarbij (a + a’) (b + b) (ec + c) == X stellend, 
heeft men in 

obli. 
A Xa (bb) (Ce + Cc), 
A’ X—a (bb) (e He’). 

De negatieve gewichten telkens twee aan twee naar S 
overbrengende, komt daar nog een gewicht van — 3 X 
bij, waaruit dan de stelling volgt. 


Oplossing van F.J. Vaes. 


De bij vraagstuk 42 en 43, bladz. 29 en 82 der oplos- 
singen, toegepaste methode voor den vl lakken vierhoek kau 
ook hier worden gevolgd. Zijn A, B, C, D, Een F de hoek- 
punten van het achtvlak en Z het ‘zwaartepunt, dan is 
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ELDHCHT 
3 4 


SER 
tDBer 


se 
+ ò, 


als &, enz. de massa’s voorstellen van de viervlakken 
ABCD, enz., en 3 de massa is van het achtvlak. 
Schrijft men: 


et earn Otten en 
(EH F) +3 (B + F) + 3 (A + B) 4 4 (A HE) 


dan stelt de aftrekker een punt voor, dat gelegen moet 
zijn in vlak ABFE. Door het achtvlak op andere wijze in 
viervlakken te verdeelen vindt men 
4Z=AHBHC0HDHEHF— 
een punt gelegen in vlak ACFD, of in vlak BCED, 
zoodat men moet hebben: 
4ZL=AHBCHDHEF—25, 

Daar in A, B, enz. een massa 1 aanwezig is, moet in 

S een massa 2 zijn, om een resultante 4 te kunnen geven. 


az | == 


VRAAGSTUK 82. 


Ontwikkel bg tan (cot 3 + h) in opklimmende machten van 
h sin 6. C. v. SPAENDONCK. 


Opgelost door C. v. SPAENDONCK. . 
Oplossing van C. v. Spaendonck. 
Beschouw de reeks f(x - h) == bg tan (@ + ki). 
EA 
[ath)=f@) th Of Dt D 


Te bepalen zijn de achtereenvolgende afgeleiden van 
bg tan 2. 


— b fan ree elke RA 

Dn ed ETE a 
di” 1 Filmen) nn 1 je 
dn PONT il er hor JT 


Vraagstukken W. T., 3e Jaargang 
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LIP (1 — DU He it — (ee — | 
2 (LH 42)" 
Stelt men in deze n° afgeleide x= cot$, dan wordt zij 


na een gemakkelijke herleiding, gebruik makende van de 
formule van de Moivre 


(— 1! (n — 1) !sin nésin”s. 
En de reeks wordt dus 
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bg tan (cot 4 + h) = 
2 
zg ôrksins tene 


5 sin? $sin 24 + 
je 
gin ssin3s td... 
Deze reeks is altijd convergent voor hsin$<<1 


VRAAGSTUK 83. 

Hen parabool rolt over een rechte lijn. Bepaal de meet- 
kundige plaats van het brandpunt, en bewijs, dat de directrix 
een gelĳke kromme omhult, die symmetrisch ligt ten opzichte 
der lijn. C. v. SPAENDONCK. 

Opgelost door H. v. DINTER, W. EF. GISOLE, 
W.G. v. d. MEER, D. POSTMA, C. v. SPAEN DONCK, 
Fe VEA 
Oplossing van C. v. Spaendonck. 


Neem de lijn L als x-as en beschouw de parabool in de 


gegeven positie. Zij P het brandpunt, A het raakpunt, PB 
de as. Volgens bekende eigenschappen der parabool is nu 
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AP=BP, AP=—=asec?®, indien CP—=a. Daar A het 
middelpunt van wenteling is, is AP de normaal van de 
gezochte kromme, 


ds ds\? 

ze 2 ee EP, . 

dus Lie dee 0) alt) 
Dus OEE dy of. Ei inteegreering en i l der 
7 Va Ì 2 2 nvoering der 


integratieconstante, D= log EEE, de vgl. van een 


kettinglijn. Het punt P’, symmetrisch gelegen ten opzichte 
van L beschrijft een symmetrische kettinglijn, waarvan 
AP’ de normaal is. Een lijn door P’ | P'A is de directrix 
der parabool, gelijk uit de eenvoudige eigenschappen der 
parabool blijkt. 


Oplossing van H. van Dinter. 


De lijn, waarover de parabool rolt zij de X-as. De oor- 
sprong, het punt waar de top der parabool de X-as 
raakte. Zij verder het brandpunt F, het actueele raakpunt 
M, de top T; de topraaklijn snijdt de X-as in P. Coördi- 
naten van F: x, y. Param. van de parabool 2p. Hoek, 
dien de as maakv met de X-as, zij ®. 


LNE ns ESE dl 
Nu Ae ee 


OP OM PMS be TM PMP oetans. 


5 2 
We elimineeren nu ® door middel van de betrekking 
Ne ® D 
a tan ; + COL 5: 
Ze De 
4 y pim Dn 
Ste Rd e P 
D ae 
/ AE 2x \ 


y id e P J- ep 6 kettinglijn. 
Voor de vergelijking van de directrix stellen we 
LCOSD + ysin Dd —A=—=0. 


De loodlijn uit F. hierop neergelaten is gelijk aan ps; 
dus: 
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p D 
—5 cos ® “log tan je 5 —_ Ap, 
waaruit: 
AzG 1 Heos Dlog tan $ ' 


zoodat de vergelijking van de direetrix wordt: 


xCOSs D +ysino 5 14cos dlog tan 5 | ma 


Differentieerend naar ®, komt er 
— 2 Sìn DHyoosd Hood log tan 4 sing =0. 


Door de laatste vergelijking met cos® te vermenigvul- 
digen en vervolgens van de eerste af te trekken vindt men 


lo bn ze zi 
ND Pe 
Verder uit een van beiden vindt men gemakkelijk : 
sin P =— ope 
zy 


Eliminatie van ® geeft eindelijk: 


2x 2% 
Nt Mates en 
HA rger) 


een kettinglijn gelijk aan de eerste en symmetrisch ten 
opzichte van de X-as. 


Oplossing van W. EF. Gisolf. 


Zij in bijgaande figuur f de raaklijn, waarop de parabool 
rolt, PQ een element-boogje van den parabool, hier ter 
wille van de duidelijkheid nogal groot geteekend. Zij F 
het brandpunt; z de hoek tusschen t en de as van de 
parabool; £ PEN is dan 2e; A a de hoek tusschen f en 
PO MOP ASAT ENE 

Laten wij de geheele figuur nu om P draaien, totdat Q 
in Q, op té gekomen is; F is dan in F, zoodanig, dat 
LESPE ZS Az LFAP = Az, en Omdat (MARE SEN 
is LOF == Ag. A FOFP is dus gelijkbeenig, ook al zijn 
we nog niet tot de limiet overgegaan; evenzoo is A OFA 
gelijkbeenig. 
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Gaan «we nu tot de limiet over; OQ wordt het kromte- 
middelpunt, omdat lo. F‚F dan de raaklijn aan de door F 
voortgebrachte kromme wordt, ingevolge de definitie van 
raaklijn zelve; 20. PO de normaal op FF,, Q,O die op F‚F, 


wordt. A komt dan in P; alzoo daar AF == FO wordt dan 
OF ==EFP, d.w.z. de normaal is gelijk aan den kromte- 
straal met tegengesteld teeken; de beschreven kromme is 
een kettinglijn. 

Laat men het geheel spiegelen in een spiegel langs t 
geplaatst 4 vlak van teekening, dan wordt het spiegel 
beeld van F‚F bij de limiet het raakpunt der omhullende 
aan de directrix; geheel dezelfde redeneering van boven 
herhalende wordt het spiegelbeeld van O het kromte-mid- 
delpunt, enz. 

Oplossing van W.G. v. d. Meer. 

Zij OX de gegeven rechte lijn. Stel, ten opzichte van 
de middellijn De en van de raaklijn O,Y; in den top, 
de RE eenLine van de RRSON 

nende ME sene NME A Dr 

Stel de booglengte O En NE op de raaklijn door 
P (vaste gegeven Eee een stuk OP ==s, en trek OY | OP. 
Neem OP en OY als coördinaatassen aan, ten opzichte 
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waarvan de meetkundige plaats van het brandpunt F zal 
bepaald worden, als de parabool zonder glijding rolt over 
OX. Men heeft dan: 


OT=a=s =IP=s V/F mA 
Fy == Vite ee 
Hier bij is gebruik gemaakt van de parabool-eigenschappen: 


PE dansen sis OL 


| Uit (8) volgt: 


y2 Ren m2 
Bonn En: Xi + me, of Ny Es re e e e e ° e (4). 
Bij substitutie in (1) ontstaat daardoor: | 
n= Var mt 
Differentiatie van (4) geeft: 
2y 
d Hi ee, hi d Y. 


Differentiatie van (5) geeft: 


dy. 


BEI 
dy = VE 
Hierdoor verkrijgt men: 
ay-dy 
m Wz — m2 i 


STi 


(6). 


105 


Uit (2) volgt: 
9) y2 — m2 | 
DAELE VOR ren (AE 


Eliminatie van ds, uit (6) en (7) geeft: 


ded — 


IE U 
_ Wy m? 
Integratie van (8) geeft, daar als O’ met O samenvalt, 

OREN: 


bie 1 x dd 
Vimy gom Vm ty 
m | . 


m 


d% (8). 


Bn | 


Na herleiding vindt men hieruit: 
X 


[ X 
EEL m m\ 
Y= 5 É Je |: 


Deze vergelijking, de meetkundige LE van F, stelt 
eene kettinglijn voor. 


Een andere oplossing komt voor in „Serret.” 

Aangezien door die oplossing een gemakkelijke methode 
geleverd wordt voor het bewijs van het 2e gedeelte van 
het vraagstuk, volgt zij hieronder. 

Stel de raaklijn in P (z, y;) aan de parabool y‚*== 4 mv, 
maakt een £ « met de middellijn O,F, dan is 


_dn_2m 


Hieruit volgt: 
yy, =2meote en zj —= M Cot? z, 


dus 
4 Dt ED 
LEE zi a sin? z 


Rekent men een boog s, van af den top O,, dan is 
hierdoor: 


2mde 
ET ENTIER MAP 


(—, omdat s, eene afnemende functie van z is). 
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Sn EEN WAN t—_À ge daar en dus 
COS z sin? z 
mda 2m de 
er EEN pe YE (2) 
sin % sin? z 
Uit (1) en (2) volgt 
da 
—_l) == M— 
d (Sj ) NRE 


Integratie geeft, daar s,—0 en {0 VOOr &=g 
a 
Si =t— mig 


Zijn nu de raaklijn PO en de loodlijn op PO door O 
(OY) nieuwe coördinaatassen, dan is als OP == s,: 


m 
LAT STR penai me 
Hieruit volgt: 
Bas Ad 
nue et M — 
e =tg 5 gen ook e” = cot 5 
Optelling hiervan levert: 
XL XL 
En EL 2 2y 
„Mm bet TOS Et 
apr = cot 3 zg sina m° 


derhalve 
v=5 RE mj, 


di. de meetkundige plaats van F. 

Gaan we nu over tot het bewijs van: 

„de richtlijn van de parabool omhult een gelijke kromme, 
symmetrisch met de gevonden kromme ten opzichte van OXX.” 
De richtlijn is door D | O,X,, terwijl O,D = m. Stel de 
coördinaten van D ten opzichte van XOY: zen y en die 
van F zt en yl, dan is zooals we boven zagen: 


Mm, 4 
Ie en Al 
y sin z' en 2 ml. Ee) 
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Uit de figuur volgt dan: 


dn peren 
nn terier: 
Í 2 COS # 
p= yeote dm (ltg — oe) =0. 1e GN Klk, 


Beschouw hierin « als veranderlijke parameter, dan 


geeft Se —0 de vergelijking: 
4 


| En HE 
MERS jee Lr ECE: 
sin? z | sine sins z | 
MEER, EN 9 
‘sin?e __ sinde' 9 sin « ee 
Uit (1) en (2) volgt: 
m cos z a moose 
hrs 


zÀ 
dus 2=—m|. tg 5 


Deze laatste vergelijking geeft weer: 


U % 
Ter Pe 4 
e 1 =tg en e= GO 5 
of bij optelling: 
Mente 
Bands sin z m 


Ten slotte is hierdoor de vergelijking van de kromme 
door de richtlijn omhuld: 


L De 
EN 
Ee Me M 
Ten Adie 
\ 


Beschouwing van de beide kettinglijnen doet inzien, dat 
het verlangde bewijs geleverd is. 


Oplossing van D. Postma. 


Denken we als lijn, waarover de parabool rolt de Y as, 
de vergelijking van de parabool y?=2px, de coördinaten 
van een punt P z,y, en de lengte van den parabool van 
af O tot P —=s. Denken we in P de raaklijn getrokken, 
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dan zal deze, wanneer de parabool in P raakt aan de 
y-as, samenvallen met de y-as. 

Noemen we het snijpunt van de raaklijn met de y-as 
A, dan zullen op ’t oogenblik dat P in aanraking is, de 
coördinaten van het brandpunt F zijn: 

x=AF en y =s—PF. 

Nú is £ PAF recht, en ‘OA = ty OF:= FO CAR 
#, + }p, waaruit volgt a= HVT p?, On y= s— Var ig”. 

a men uit deze, met y;*=2pam en Ss = 


ELEN LV m5 ]. ntVorrn 


de waarden s, x, en 


Yy, dan wordt de resulteerende vergelijking 


rr VAD 
y= le 
2 p 
de vergelijking der gezochte meetkundige plaats. 
Dat de richtlijn een kromme zal omhullen, symmetrisch 
gelegen ten opzichte der Y-as, 
is af te leiden uit de volgende 
beschouwing. 
Wanneer punt P in aanraking 
is, is dit de oogenblikkelijke snel- 
| heidspool der beweging. De lood- 
lijn uit P op de richtlijn snijdt 
deze in een punt B, dat dus ’t 
oogenblikkelijke aanrakingspunt 
van de richtlijn en de omhulde 
kromme is. Uit de gelijkheid 
der hoeken APB en APF en de 
gelijkheid der lengten PB en PF 
volgt nu direct, dat de meet- 
kundige plaats der punten Been 
kromme wordt, gelijk aan de meetkundige plaats der 
punten F en symmetrisch gelegen ten opzichte van de 
Y-as, waarmee ’t gevraagde bewezen is. 


Oplossing. van F.J. Vaes. 


Uit een figuur (zie blz. 98) volgt onmiddellijk, dat P en 
P’ kromme lijnen beschrijven, symmetrisch gelegen ten 
opzichte. van de vaste lijn. De richtlijn omhult de door P’ 
beschreven kromme. 

Het krommingsmiddelpunt van de door de roos om- 
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hulde kromme, ligt op een cirkel, die ten opzichte van de 
vaste lijn symmetrisch is met den buigpuntencirkel. Deze 
laatste heeft den straal van den kromtecirkel der parabool 
tot middellijn. De abscis van het kromtemiddelpunt der 
parabool is a J- 3x, als de parabool 4? =2ax is, en ver- 
schilt dus a + 24 met de abscis # van het raakpunt. 

De abscis van het middelpunt van den inflexie-cirkel 
verschilt dus tax met de abscis van het raakpunt. 
Wordt de buigpuntencirkel om de raaklijn omgevouwen, 
dan komt het middelpunt op de richtlijn, want de abscis 
wordt dan #— (&a +), d.i. — Jd. 

Maar dan blijkt onmiddellijk, dat de kromtestraal der 
door P’ beschreven kromme gelijk is aan P'A, dus gelijk 
aan de normaal, zoodat de kromme een kettinglijn zal zijn. 


VRAAGSTUK 84. 


Wanneer men van een geheel willekeurig door platte vlak- 
ken begrensd lichaam met H hoekpunten, waarop de wet van 
Euler toegepast kan worden, een witslag (netwerk) heeft ge- 
teekend, dan moet men bĳ het samenstellen vun het lichaam 
H— 1 paren ribben bĳ elkander brengen. Bh MVAES 


Opgelost door W.F, GISOLF, G. LOTTERING, 
Neel Hee ve AVEN, Ee Je VAES, 


Oplossing. 


Een zijvlak van het lichaam kan men langs alle ribben 
op één na lossnijden, en om die laatste ribbe vouwen, 
tot het met het daaraan grenzende tweede zijvlak in één 
vlak ligt. Dan kan men dit lossnijden langs de overblij- 
vende ribben op één na, en om deze ribbe omvouwen tot 
vlak 1 en 2 met het aangrenzende vlak 3 in één vlak 
liggen. Zoo kan men voortgaan tot alle vlakken in één 
vlak liggen. 

Dan is het le zijvlak verbonden aan het 2e, het 2e aan 
het 3e, enz, doch het laatste aan geen volgend. Is het 
aantal zijvlakken 4, en het aantal ribben R,‚ dan hebben 
de zijvlakken te samen 2 R zijden, waarvan 2(4— 1) ge- 
meenschappelijk, en dus 2R—24—+2 vrij zijn, d. w. z. 
bij het omvouwen twee aan twee bij elkander komen. 

Volgens de wet van Euler is 4 + H=R— 2, zoodat 
2R—224+4# 2 ook gelijk is aan 2(H—l1). 
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VRAAGSTUK 85. 


Ken punt beweegt zich over een cirkelomtrek, zoodanig dat 
de snelheid steeds gelijk is aan den doorloopen weg. Ge- 
vraagd een eenvoudige constructie voor. de richting der totale 
versnelling, zonder gebruik te maken van de tangentiëele en 
normale versnellingen, F. J. VAgS. 


Opgelost door F. J. VAES. 


Oplossing van F.J. Vaes. 

Wanneer op de raaklijn telkens de grootte van de snel: 
heid wordt uitgezet, dan vormen de eindpunten. de evol: 
vente van den cirkel, en wanneer uit het middelpunt O 
van den cirkel telkens een lijn wordt getrokken even- 


wijdig en gelijk aan de snelheid, dan vormen de eind- 
punten daarvan de hodograaph. De raaklijn in een punt 
van de hodograaph geeft, zooals bekend is de richting aan 
van de totale versnelling van het overeenkomstige punt 
op den cirkel. 

Onmiddellijk ziet men dat de hodograaph voetpunts- 
kromme is van de evolvente voor het punt O, en de bekende 
constructie voor de raaklijn in een punt van een voet- 
puntskromme kan worden toegepast. 

Is OA een straal van den cirkel, AA, raaklijn, A, punt 
van de evolvente, OAs evenwijdig en gelijk aan AA,, dan 
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is de raaklijn aan de hodograaph in A loodrecht op AA, 
en dus de gezochte versnelling in A, evenzeer loodrecht 
op AA. 


VRAAGSTUK 86. 


Rouché et de Comberousse, Traité de Geometrie, 7e druk, 
vraagstuk no. 88, pg. 378 en 

Versluys, Meetkundige Vraagstukken voor gevorderde leer- 
lingen, no. 5, pg. 27 b/h hoofdstuk Om- en ingeschreven 
vierhoek, komt het vraagstuk voor: 

Prekt men door het snijpunt O der diagonalen van een in 
een cirkel M beschreven vierhoek ABCD een koorde EOF, 
welks midden O is, dan zal het deel van deze koorde be- 
grepen tusschen de overstaande zijden van den vierhoek ook 
door OQ middendoor gedeeld worden. 

Dit vraagstuk is voor witbreiding vatbaar, nl: 

Prekt men door een punt O binnen een cirkel M de mini- 

mum koorde EOF en twee 

df andere koorden AOC en BOD, 

| dan zat elke kegelsnede gaande 

doar de vier punten A, B, C 

en D de lijn HOF in twee punten 
snijden evenver van 0. 

G. C. VAN DER WANT JR. 


Opgelost door H. v. DINTER, 
OE DSC ED VM 
JANSSEN VAN RAAY, 

Be WERKLOOS EWG vad. 

MEER, D. POSTMA, W. H. 

SCHMELLING, V. Th. v. d. 
VEN (2 opl), G. C. v. d. 

WANT Jr. 


Oplossing van G. C. van der 
Want Jr. 


le. De stralenbundels 
C. FDAE en B. FDAE zijn con- 
gruent, daar zij de hoeken 
gelijk hebben. Bij snijding door 
EF zijn dus de dubbelverhou- 


Ae EN Der a Ei NE CE 
dingen (FEHO) en (FEOG) gelijk of HE ‘OE OE! GE 


maar 


110 


Fo FH EG k 
OE == 1,.dus HE GP dus H en G isotomisch verwant 


ten opzichte van FE, dus HO == OG. 

2e. (Analytisch.) Neem een rechthoekig coördinatenstelsel 
met den oorsprong in O, OM als X-as en EOF als Y-as. 
Stellen we OM == a, den straal van cirkel M, 7, en 72 —aq?= p?, 
dan is de vergelijking van cirkel M (”— a)? dy? —r2=0. 
of #2 Jy? — 2 ax —p? =0. 

Stellen we de richtings. coöfficienten van DB en AC. 


m en mt, dan heeft het lijnenpaar DB en AC tot vergelijking. 


(Ma — 4) (mia — y) =O of mm? a? — (Mm + ml) ry Hy? —= 0. 

De bundel kegelsneden: gaande door de vier punten A, 
B, C en D heeft dus, als A een hl factor is, tot 
vergelijking 


mmla (md mlay dy? Jr APT YP — 2 a — PP) 0, 


of (m mi + A) 2? — (M + MI) U + 
J(1l4-2)yY2 arr Ap? =0. 


De coördinaten der snijpunten van een der kegelsneden 
uit dezen bundel met de Y-as vindt men door oplossing van 
y uit de vergelijking (1 + 2)y*—ap?=0. Daar in deze 
vierkantsvergelijking de term met y ontbreekt liggen de - 
bedoelde snijpunten evenver van O. Tot dezen bundel kegel- 
sneden behooren ook de lijnenparen AB, CD en AD, BO, 
dus is ook HO = OG KO = OI. 


Oplossing van W. F. Gisolf. 


De uitbreiding van dit vraagstuk is slechts een zeer 
bijzonder geval van de bekende stelling van Desargues: — 

De snijpunten van een rechte lijn met de kegelsneden …— 
door 4 punten, vormen een involutie. 

Dit wil zeggen, dat er op elke lijn twee puntén te 
vinden zijn, die tegelijkertijd toegevoegd harmonisch liggen 
tot de snijpunten der lijn met de kegelsneden. Zijn dus 
twee paren snijpunten bekend, dan zijn de tot die twee 
paren gelĳĳktijdige harmonische punten de grond- of dub- 
delpunten ‘der involutie. 

Beschouwen wij nu de twee diagonalen en de over- 
staande zijden als kegelsneden door de vier punten. Maakt 
men nu den vierhoek volledig; noemt O het snijpunt der 
diagonalen, P en- Q de sniĳjpunten.der zijden AB, CD en, 
AC, BD. Elke lijn nu door het snijpunt O heeft dit punt 
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O en haar snijpunt S met PQ tot dubbelpunten der invo- 
lutie, zooals uit de harmonische eigenschappen van den 
volledigen vierhoek direct is af te leiden. Kiest men dus 
dat snijpunt S oneindig ver, dan ligt O in het midden 
van alle koorden, q. e. d. | 
Heeft men in ’t bijzonder met 4 op een cirkel M ge- 
legen punten te maken, dan moet die evenwijdige koorde 
in O middendoor gedeeld worden, d.w.z. loodrecht op MO 
staan, of wel de minimumkoorde door O getrokken zijn. 


Oplossing van W.H. L. Janssen van Raay. 


De meest algemeene vorm voor de bedoelde stelling 
is deze: | 

Wanneer twee kegelsneden van eene zelfde lijn koorden 
afsnijden, waarvan de middens in eén punt O samenvallen, 
dan ontmoeten alle kegelsneden, die tot denzelfden bundel 
behooren, die lijn in twee punten, welke evenver van Ò ver- 
wiyjderd zijn. 

Dit blijkt gemakkelijk, wanneer men die lijn tot X-as 
en O tot oorsprong der coördinaten kiest. In de verge- 
lijkingen C =0 en C’=0 der beide eerstgenoemde kegel- 
sneden ontbreekt dan de eerste-graads-term in xv, omdat 
door y=0 te stellen, eene zuivere vierkantsvergelijking 
moet ontstaan. Dus ontbreekt deze term ook in de verge- 
lijking C + mC'— 0, welke alle kegelsneden omvat, die door 
de vier snijpunten der eerste twee gaan. Deze kegelsneden 
shijden dus de gegeven lijn in twee punten, die evenver 
van O gelegen zijn. 


Oplossing van H. van Dinter. 


Laten AD en BC elkaar snijden in P; AB en DC in Q. 

Daar nu P(QAOB) een harmonische bundel is en het 
deel der koorde begrepen tusschen de overstaande zijden 
van den vierhoek door O middendoor gedeeld wordt, is 
PQ evenwijdig met EOF. 

Daar nu de lijnen COA en DOB PQ snijden in een punt 
harmonisch toegevoegd aan O ten opzichte van C en A, 
D en:B, zoo is PQ de poollijn van O ten opzichte van 
elke kegelsnede door A, B, C, D. 

Maar als de poollijn van een punt evenwijdig loopt aan 
een koorde door dat punt, is het punt het midden der 
koorde. q. e. d. | 
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VRAAGSTUK 87. 


Een trapezium te construeeren, als gegeven zijn de beide 
beenen en de twee diagonalen. 

Dit vraagstuk werd gelĳktjdig opgegeven door de heeren 
V. Th. v. d. Ven en W. H. Wisselink. 


Opgelost door O. BENING. Mej. BLOMHERT, 
A. W. KLOOS, G. LOTTERING, W. G. v. d. MEER, 
W. MEYER, W. H. SCHMELLING, V. Th. v. d. VEN, 
W. H. WISSELINK. 


Oplossing van W. H. Wisselink. 

Analyse: 

Onderstel, dat het trapezium ABCD reeds geconstrueerd 
was, waarvan AB//DC en AB >DC is. Trekken we 
uit C lijnen // DA en DB, die AB of haar verlengde resp. 
in F en E snijden, dan vinden we onmiddellijk AF == EB. 
Noemen we nu CA =a, CF =b, CB =c en CE =d, dan 
vindt men; 

EB X EF = t (a? 4 d2 — b2 — c}). 


Immers, als wij in \ BCF de mediaan CM trekken, dan 
is deze ook de mediaan in A ACE; verlengen we nu CM 
met een stuk MS = CM, en vereenigen we S met A, FE, B 
en E,‚ dan hebben we volgens eene bekende eigenschap: 

AE? + CS2 = 2 (CA2 + CE2), 
FB? + CS2 = 2 (CF2 + CB?) 
AE? — FB? = 2 (a? +4 d? — b2—c2 
of, EB = mm, dus ook AF =m, en BF =% noemende: 
(Mm + n + MZ — nt =d (A? + d? — DZ — C2), 
of: (2m + 2n). 2m =2 (a? + u? — b— C2), 
of: m (Mm + n) =H (a? + d2 — 2 — C2). 

Beschouwen we nu A CFE, dan zijn daarvan bekend 
CE, CB en CF, terwijl EB XEF eene gegeven waarde 
moet hebben. 

Om A CFE nu te construeeren, nemen we het punt E 
ergens willekeurig, en het punt C zoo, dat CE = d wordt, 
en beschrijven uit C als middelpunt met CB of c als straal 
een cirkelomtrek. Trekken we nu uit KE een willekeurige 
lijn, welke dien. cirkel in P snijdt, en bepalen we op EP 
(of haar verlengde} een punt Q, zoodanig, dat EP X EQ 
standvastig — 4 (a? + d2 — b2 — c?) wordt, dan is de meet- 


5) 


kundige plaats van Q een cirkelomtrek (waarvan het mid- 
delpunt en de straal gemakkelijk te vinden zijn); immers, 
denken we, dat EP verlengd den cirkel CB in P’ nogmaas 
snijdt, dan is EP X EP’ evenais EP X EQ standvastig, dus 
ook de verhouding van EQ tot EP’, enz. | 

Trekken we daarna uit C met CF of b alg straal een 
cirkel, dan zal het snijpunt, of een der snijpunten, dier 2 
cirkels het gevraagde punt F' zijn, waardoor A CEF ge- 
construeerd is, enz. 

De verdere discussie laten we aan den lezer over. 


Opmerking. 


Dit vraagstuk komt voor in „Methoden en Theorieën 
enz.’ van Dr. Jul. Petersen bewerkt voor Nederland door 
D. B. Wisselink, bladz. 61, no. 296. Daar wordt verwezen 
naar stelling 142. 

In de „Wiskunstige opgaven enz, door de leden van 
het Wiskundig Genootschap”, vond ik in het 8e stukje 
1873, no. 158, bladz. 250, eene oplossing van L. Janse Bz. 

W. H. Scrum, 

Van dit vraagstuk komen reeds twee oplossingen voor 
in „De Vriend der Wiskunde” en wel in Jaargang 1, blz. 
174 een algebraïsche, en in Jaargang IV, blz. 20, een 
meetkundige. W. Mever. 


VRAAGSTUK 88. 


Een vierhoek te construeeren, waarvan gegeven zijn de 4 
zijden, terwijl de eene diagonaal door de andere wordt mid- 
dendoor gedeeld. W. H. WISSELINK. 


Opgelost door O. BENING, Mej. BLOMHERT, 
B DINEER Ae Men KLOOS, GG LOTTERING, 
W.G. v. d. MEER, W. MEYER, W.H. SCHMELLING, 
Vv. Th. v. d. VEN, W. H. WISSELINK. 


Oplossing van W. H. Wisselink. 


Analyse. Beschouwen we in het vorige vraagstuk den 
vierhoek ECFS, dan zijn daarvan bekend de 4 zijden, 
terwijl de diagonaal CS door de andere diagonaal EF wordt 
gehalveerd. Daardoor wordt dit vraagstuk teruggebracht 
tot het vorige, 


Vraagstukken W. T., 3e Jaargang 8 
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VRAAGSTUK 89. 


Vier concentrische cirkels zijn gegeven; op elk dier cirkels 
een punt te vinden, zoodat die 4 punten de hoekpunten zijn 
van een parallelogram. W. H. WISSELINK. 


Opgelost door Mej. BLOMHERT, A. W. KLOOS, 
W. MEYER, G. LOTTERING, D. POSTMA, 
V. Th. v. d. VEN, W. H. WISSELINK. 


Oplossing van W. H. Wisselink. 


Analyse. Denken we in de figuur van vraagstuk 87 CG 
gelijk aan en evenwijdig met AD, en CH gelijk aan en 
evenwijdig met BD, en vereenigen we A met H, H met G 
en G met B, dan is ABHG een parallelogram, waarvan de 
afstanden van de hoekpunten tot het punt C gegeven zijn. 
Hierdoor wordt ook dit vraagstuk teruggebracht tot het 
eerste. 


Oplossing van W. Meyer. 


Dit vraagstuk is zeer onbepaald. Stellen we daarom nog 
een voorwaarde, waaraan het parallelogram moet voldoen, 
bijv. dat het snijpunt der diagonalen een gegeven punt zij. 

Zij M het middelpunt der 4 cirkels, welker stralen we 
respectievelijk 77, 75, 73 en 7, noemen, en nemen we aan, 
dat de hoekpunten A‚ B, C en D van het parallelogram 
achtereenvolgens op de opvolgende cirkelomtrekken moeten 
liggen. Zij P het gegeven snijpunt der diagonalen. Trek 
de liĳn MP en verleng deze met een stuk PM, = MP. 
Beschrijf de cirkels (M,, 7) en (M‚,73). Laat de eerste den 
cirkel (M‚7,) snijden in D,en de tweede den cirkel (M, 77) 
in A. Trek DP en verleng deze tot aan c. (Mon 
trek AP en verieng deze tot aan c. (M‚73) in C, dan zijn 
A, B, C en D de hoekpunten van een parallelogram. Het 
bewijs is zeer eenvoudig. — Zal de constructie mogelijk 
zijn, dan moet c. (M‚,79) den ce. (M,‚7,) snijden of raken, 


dus moet 7, —7 <MM, <47 of © AI TEMPS Ee 
evenzoo moet c. (M‚,73) den c. Gi EE snijden of 1 hd Dus 
moet rsr SMM, <73 + 7, zu 


Snijden de cirkels elkaar twee aan twee, zooals in de 
figuur, dan ontstaan er 4 paralleloerammen, die twee aan 
twee congruent zijn (ABCD en A,B,C,D,, AB‚CD, en A,BC,D). 
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Opmerking van W. H. L. Janssen van Raay. 


Het vraagstuk is zeer onbepaald. Immers men kan twee 
geheel willekeurige punten, ieder op een der gegeven 
cirkels gelegen, vereenigen en dan de beide andere cirkels 
verbinden door eene lijn van dezelfde lengte. Laat men 
deze lijn nu draaien om het gemeenschappelijk middelpunt, 
door haar rakende te houden aan een vijfden cirkel, totdat 
zij met de eerste evenwijdig is, dan zijn zij te samen de 
overstaande zijden van een parallelogram. 


VRAAGSTUK 90. 


Men denke zich wit het middelpunt van een gegeven cirkel 


EE n—=Z n—l 
cirkels beschreven met —r, —r, —r, fr eN 
Le A n n 


Zi 


als stralen (r==straal des gegeven cirkels), terwijl de opper- 
vlakken van den kleinsten cirkel en van de achtereenvolgende 
ringen per vierkante eenheid (continu) in waarde af- 
dalen van Pp tot q, volgens eene rekenkundige reeks. Gevraagd, 
langs elementairen weg de betrekking te vinden tusschen x, 
r, pen q, voor toenemende waarden van n, als ” den straal 
voorstelt van dien cirkel, welks omtrek de „waarde” van den 
oorspronkelijken cirkel halveert. 
Na de algemeene oplossing neme men q==0, enz. 
W. H. WISSELINK, 


Opgelost door W.G. v. d. MEER, W. H. WISSELINK. 
Kerste oplossing van W. H. Wisselink. 


De „waarden’” van de ringen kan men zich het gemak- 
kelijkst voorstellen, indien men den gegeven cirkel be- 
schouwt als het grondvlak van een rechten cilinder, 
waarvan de hoogte —=gq is. terwijl op het bovenvlak een 
rechte kegel rust, welks top op een afstand =p boven 
den oorsproukelijken cirkel ligt; de hoogte van dien kegel 
is dan blijkbaar » — g. 

Om den straal © van den gevraagden cirkel te bepalen, 
hebben we nu slechts den straal te vinden van het grond- 
vlak van den rechten cilinder, welks as samenvalt met 
die van bovenvermeld lichaam en waarvan het ronde 
oppervlak den inhoud van dat lichaam halveert. 

Binnen den laatsten cilinder ontstaat een cilinder + een 
kegel, welker grondvlakken beide « tot straal hebben. 
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Gemakkelijk vindt men voor de hoogte van dien kegel 
en en voor die van dien cilinder p — ge ee De 
som van de inhouden van dien cilinder en dien kegel is 
dus: 


7 7 p— HEE DEE ee 


of 7 2? in. @ ze 


De inhoud van het geheele lichaam is blijkbaar: 
zri(gdtw—g), of zr2(Ep 49). 

Volgens het gegeven moeten we dus hebben: 

Ww—g) den 


anp 


zr(&p AU 


of na herleiding: 
dp) Opr Pe 

Neemt men hierin q—=0, dan vinden we: 

Apra —6pradprs=0e ne 
45 —6ra?dr=0, 
(Arrr gr?) == 0. 
De wortels dezer vergelijking zijn: 
ir, Ard-ir\/3 en 4r_—ir}y/8. 

Aan ons vraagstuk voldoet alleen # == 4 7, zoodat alsdan 
de straal van den gevraagden cirkel juist de helft is van 
dien des gegeven cirkels. De andere wortels voldoen, mits 
men den positieven en den negatieven „toestand’”’ van een 
cilinder en een kegel, die buiten het lichaam ontstaan, 
behoorlijk in acht neemt, aan het stereometrisch vraagstuk. 

Opmerking verdient, dat uit de vergelijking (A) door 
deeling p verdwijnt, en dus de waarde van x onafhankelijk 
is van die van p. 

Of in ons vraagstuk de waarden van de ringen (per 
vierkante eenheid) van buiten af‚ van O sterk of zwak 
klimmen, de deeleirkel blijft steeds constant. 

Schijnbaar in dit ook het geval voor p =0; maar in 
dit geval is de waarde van x onbepaald, hetgeen blijkt uit 
verg. (A). Dit strookt ook met de werkelijkheid, want als 
p==0 is, is de „waarde” van elk der ringen ook 0 enz. 
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Tweede oplossing van W. H, Wisselink. 


1 1 
Opp. eerste cirkel = zr, PE Le waarden mn. Pi r2.p. 


Opp. eerste ring 


4 1 3 8 
Diens yr? ol AE Ge kees, 
id Ee tad „waarde” == z. md (P —V). 


Opp. tweede ring 


9 4 5 5 
rl) r2=m, 27 „waarde”’ onde Oe 
Opp. derde ring 
16 9 7 n ú 
(5 ta Zl Pm „waarde” =—m._512.(p—30). 


rs ce ple Hin 
x? Oe 2x—l 
Entel 


„waarde =— zr, 5 SE Dn (DN 


Som der waarden == 


Mb Les jr 


2 


—{BF10 421 +36 … tete je 


rx? vr? 
re tee Det Ie 


Voor de som van de waarden van alle ringen vindt men 
(door # te vervangen door x): 


2 2 2 
re Enne on 


nz 
Volgens ’t gegeven hebben we dus: 
nr? ax? vr? 
2e geba Detinee == 


FPD nijl 
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Hiermee js d nemende, vinden we na herleiding enz. : 


2 zal 4xl 
Tt Sr a 
An Jl 
PD 


Zij nu voor toenemende waarden van » lim. nn dan 


inn Klk xl …_ An tl 
is lim. em krk lim. Eeden 4y‚en lim. En =d; 
we vinden dan: 
2py py typt 
of; (pO) OD DE A 
evenals in de eerste oplossing, zijnde x in de eerste op- 
lossing —=yr in de tweede oplossing. 

Opmerking. Indien de ringen „gelijkwaardig” zijn, 
dus p =gq is, dan moet de gevraagde deelcirkel het opper- 
vlak van den grooten cirkel halveeren en y =+}/2 zijn. 
Dit strookt met de waarde van y in de laatste verge: 
lijking; want q =p nemende wordt zij: —6py? + 3p—=0, 
waaruit, mits p niet O zijnde, volgt: y= 4 V/2. 


AS 


AANTEEKENINGEN. 


In de oplossing van vraagstuk 48, bladz. 87, komt voor, 
dat opp. A ABC == (1 — cos? A — cos? B — cos? C) X 0. 
Dit kan eenvoudiger geschreven worden: 


= 2 cos A cos B cos C X O0, 


waardoor mijne oplossing wat vereenvoudigd wordt. 
VVT, 


0 


Vraagstuk 63, bladz. 59. 

Men weet, dat de polen van een rechte ten opzichte van 
de kegelsneden, die 4 rechte lijnen raken, liggen op eene 
rechte d’. Is d de rechte in ’t oneindige, dan zijn de polen 
de middelpunten der kegelsneden. De ontaarde kegelsneden 
van den bundel worden gevormd door de overstaande 
punten A, A: B B; GC, C van de vierzijdige figuur, die 
als basis dient. De middelpunten dezer laatsten zijn de 
middens der diagonalen. De meetkundige plaats der mid- 
delpunten van de kegelsneden, die een raakbundel vormen 
is dus de rechte lijn die door de middens der diagonalen 
gaat. Die rechte heet zwaartelijn der vierzijdige figuur 
of wel Newtonlijn. Je ROSE. 


120 


Prijsvraag van de Universttett te Groningen. 
(1 MEI 1907.) 


De faculteit vraagt eene mathematische theorie van het 
klok- en hamerspel. De spelregels zijn o.a. te vinden in 
Nieuw Archief voor Wiskunde, XIV, bladz. 107. 

De antwoorden vóór 1 Mei 1908 te zenden aan den Secre- 
taris van den Senaat, onder de voorwaarden, vermeld op 
blade. 2 MWerna volgende. 


Prijsvragen, betreffende Wis- en Natuurkunde, 


Opgaven van het eind-examen der H.B.S. 
in Ned-Indië 1905, 


Examen-opgaven 1906. 


Prijsvragen uitgeschreven door de: 
Hollandsche Maatschappij van Wetenschappen. 


De antwoorden met andere hand dan die des stellers geschreven, moeten 
vóór 1 Jan. 1908 worden ingezonden bij den Secretaris der Mij, 
Haarlem, Spaarne 17. 


1. Naar aanleiding der beschouwingen voorkomende in 
de Verslagen der Koninklijke Akademie van Wetenschap- 
pen te Amsterdam, deel 14, p. 418 —482, 1905, (Proceedings 
K. Akad. van Wet, Amsterdam, Vol. 8, p. 486 —- 455, ver- 
langt de Maatschappij nieuwe, experimenteele of door 
experimenten toegelichte onderzoekingen omtrent de ver- 
schijnselen van sympathie en antipathie der uurwerken. 

2. De Maatschappij, van meening dat het nuttig zijn 
kan de aandacht te vestigen op vraagstukken. op zich 
zelven van eenvoudigen aard, tot welker oplossing echter 
de bestaande methoden der wiskundige analyse niet geheel 
toereikende schijnen, schrijft de volgende prijsvraag uit: 

Hoe moeten p; N bollen, van den straal R‚, en #oN, 
van den straal Ro, (N een onbepaald groot getal) geplaatst 
worden zoodanig dat zij te zamen in de kleinst mogelijke 
ruimte kunnen worden opgeborgen ? 

Welke zijn, zoo zij er zijn, bij gegeven p; en p, de 
kritische verhoudingen tusschen R,‚ en Ry voor welke, bij 
eene geringe verandering in die verhoudingen, eene geheel 
andere schikking vereischt wordt om tot de geringste 
bergruimte te geraken. 

Ook gedeeltelijke oplossingen, insluitingen der benoodigde 
bergingsruimte tusschen grenzen, behandeling van bijzondere 
gevallen of oplossingen van het overeenkomstige vraagstuk 


Examen-Opgaven in 1906, 2e Jaargang l 


2 


in twee dimensies kunnen, wanneer zij geacht worden 
van voldoende oorspronkelijkheid en vernuft te getuigen, 
voor bekroning in aanmerking komen. 


Universiteit van Amsterdam. 


Uitgeschreven op 1 Mei 1906 en te beantwoorden vóór 1 Mei 1907 
door studeerenden aan eene Nederlandsche instelling 
van universitair onderwijs. 


Faculteit der Wis- en Natuurkunde. 


Naar aanleiding der beschouwingen van den Heer A. N, 
Godefroy van welke een overzicht gegeven wordt in het 
Nieuw Archief voor Wiskunde deel V pag. 19—25, 29, 30, 
832 (1901), verlangt de faculteit een stelselmatige opsporing 
en een zoo volledig mogelijk onderzoek der derdegraads 
oppervlakken, welke door onderling gelijkvormige kegel- 
sneden kunnen worden beschreven. 

De vragen moeten worden beantwoord in de taal waarin zij zijn gesteld. 

De antwoorden, met eene andere hand dan die des vervaardigers ge- 
schreven, moeten vóór of op 1 Mei 1907 worden toegezonden aan den 
Secretaris van den Senaat der Universiteit van Amsterdam. Zij moeten - 
geteekend zijn met een zinspreuk, en daarbij moet gevoegd worden een 
verzegeld briefje, dat dezelfde kenspreuk tot opschrift heeft en den naam, 
het studievak en het adres des schrijvers bevat. 

Op den derden Maandag van de maand September 1907 wordt het 
oordeel der Faculteiten over de ingekomen verhandelingen in het onenbaar 
medegedeeld en aan de schrijvers der meest voldoende antwoorden, die 
door de Faculteiten de eer der bekroning zijn waardig gekeurd, de 
gouden eerepenning worden uitgereikt. 


Technische Deegescheel. 


Uitgeschreven in October 1906 en te beantwoorden vóór 15 September 1907 
door studeerenden aan eene Nederl, instelling van hooger onderwijs. 


Afdeeling der Algemeene Wetenschappen. 


d. In de „Verhandelingen der Koninklijke Akademie 
van Wetenschappen”, Iste sectie, deel VIIL, no. 7, vindt 
men eene verhandeling van Dr. H. de Vries, getiteld: „An- 
wendung der Cyklographie auf die Lehre von den ebenen 
Curven”’, waarin langs cyclographischen weg de cirkels 
worden onderzocht, die eene gegevene vlakke kromme een 
of meerdere malen aanraken en daarbij nog aan sommige 
andere voorwaarden voldoen. 

In de „Schlussbemerkung” wordt gewezen op het onder- 
zoek der cirkels, die de gegeven kromme een of meerdere 
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malen rechthoekig snijden; men vraagt dit onderzoek 
eveneens langs cyclographischen weg ten uitvoer te leggen. 
Doorgevoerde constructieve teekeningen van bij bijzondere 
krommen behoorende meetkundige plaatsen moeten daar bij 
mede worden ingediend. 

b. Op het natuur- en geneeskundig congres te Arnhem, 
in 1905 gehouden, is de wenschelijkheid uitgesproken van 
een experimenteel onderzoek in ons land over atmosferische 
electriciteit. (Zie Handelingen van het congres p. 108.) 

De afdeeling vraagt een onderzoek van den aard als 
daar wordt bedoeld, met toetsing der verkregen resultaten 
aan de eleetronentheorie. | 

De vragen moeten worden beantwoord in de Nederlandsche taal. 

De antwoorden moeten vóór of op 15 September 1907 worden toege- 
zonden aan den secretaris van den senaat der Technische Hoogeschool, 
met opgave van een correspondentie-adres van den inzender; zij moeten 
geteekend zijn met eene spreuk of ander kenteeken en daarbij moet 
gevoegd worden een verzegeld briefje, dat dezelfde spreuk of hetzelfde 
kenteeken tot opschrift heeft en den naam, het studievak en het eigen 
adres des schrijvers bevat. 

Het staat den inzender vrij aan de door de afdeeling in de opgave 
gestelde eischen nog witbreidingen, gevolgtrekkingen, enz. toe te voegen, 
maar hj moet in de eerste plaats aan. den opgegeven eisch voldoen. — 

In November 1907 wordt door den senaat het oordeel der afdeeling 
over de ingekomen verhandelingen bekend gemaakt en aan de schrijvers 
der meest voldoende antwoorden, die de bekroning zijn waardig gekeurd, 
de gouden eerepenning uitgereikt. 

Van de andere Universiteiten zijn geen 
prijsvragen loopende. 


find-examen 1905, D.B.®. Ned.-Indië, 


Plani- en Stereometrie. 


l. Gegeven een rechthoekigen driehoek. Worden gecon- 
strueerd de drie aan de zijden rakende aangeschreven 
cirkels. Bewijs, dat het opperviak van den driehoek == product 
van de stralen van de 2 kleinste aangeschreven cirkels. 

2. Er is een trapezium gegeven, waarin en waarom een 
cirkel kan worden beschreven ®). De evenwijdige zijden 
zijn 12 en 18 cM. De middens der evenwijdige zijden 


1) Drie teekeningen, die bij de opgaven behooren, zijn hier in noten 
omschreven. Red. 

2) E is het midden van de kleinste evenwijdige zijde (C D), F dat 
van de grootste (AB), G is het raakpunt van den cirkel met AD 
P een punt van den kleinsten boog tusschen G en F, N een punt 
tusschen A en F. Red. 
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worden verbonden en deze lijn dient als draaiïngsas. In 
’t trapezium wordt een cirkel beschreven en nu wordt de 
figuur FNAGP om EF als as gedraaid. Wordt gevraagd: 
bereken den inhoud van dat lichaam. 

3. Gegeven de som der zijden en diagonalen van een 
vierkant — 20 +10P/2eM. Op dit vierkant wordt een 
kubus beschreven, waarin de ingeschreven bol wordt ge- 
construeerd. In dien bol wordt een kegel (rechte cirkel- 
vormige) ‘aangebracht, waarvan het rond oppervlak het 
dubbele bedraagt van het grondvlak. Wordt gevraagd: 
bereken de hoogte van dien kegel. 

Reken: en Stelkunde. 

1. Iemand bezit een kapitaal van f 10000 en zet dit 
tegen 4 °/, uit op samengestelden interest. Hoeveel zal 
hij nog bovendien aan het einde van elk jaar bij zijn 
kapitaal moeten voegen om na 12 jaar een vermogen van 
f 25000 te bezitten. Log 1,04 == 0,0170338. 

2. Voor welke waarden van m zijn de wortels der ver- 
gelijking: 

Lmax d-mdt-6=0 bestaanbaar? 

3. Los z en y op uit de vergelijkingen: 

Try 1l0r—4y 16 =0. 
Sa? +1lvy-6y?*= 132. 
Gonio- en Trigonometrie. 

1. Indien de evenachtslijn der aarde een omtrek heeft 
van 5400 G. M. vraagt men de lengte te bepalen van den 
paralleleirkel om Utrecht; breedte Utrecht 52° 5 107, 

N.B. De aarde wordt beschouwd een bol te zijn. 

2. Bepaal de waarden van x gelegen tusschen O° en 
860°, die voldoen aan de volgende vergelijking: 

COS A + COS 2 4 + COS 3 x= 0. 
8. Bewijs, dat voor elken driehoek ABC 
sin A + sin B + sin C —= 4 cos 4 A cos 4 B cos + C, 
Beschrijvende Meetkunde. 
l. Gegeven een punt en twee elkaar kruisende lijnen. - 


Door het punt een lijn te trekken, die de gegeven lijnen 
rechthoekig kruist. 

2. Gegeven een lijn evenwijdig aan de us en een punt. 
Door het punt een vlak te brengen, evenwijdig aan en op 
een gegeven afstand van de lijn, 


3. Gegeven een. punt, een liĳn en een vlak; door het 
punt een lijn te trekken, die de gegeven lijn rechthoekig 
kruist en evenwijdig is aan het vlak. 


Mechanica. 


1. Van twee bollen A en B, van denzelfden straal, heeft 
A een gewicht van 8 KG. en B van 12 KG. A heeft een 
snelheid van 4, B van 5 M., langs de lijn die door hun 
middelpunten gaat naar elkander toe. Na de botsing gaat 
A met een snelheid van 5 M. terug. In welke richting 
beweegt dan B zich en met welke snelheid? 

2. Met behulp van de katrol kan met het lichaam B 
van 100 KG, met een kracht van 40 KG. langs een 
hellend vlak van 30° helling eenparig laten afglijden volgens 
de figuur), terwijl men hetzelfde lichaam met dezelfde 
katrol met een kracht van 102 KG. eenparig en verticaal 
kan ophijschen. Bereken den wrijvingscoëfficiënt op het 
hellende vlak tot in drie decimalen, 

3. Een cirkelvormige schijf van 50 KG. rust op een 
hellend vlak van 30° helling en tegen een stang AB?) van 
20 KG., draaibaar om A, waardoor een koord BC horizon- 
taal gespannen wordt. Wanneer nu AD — 1/, BD = de straal 
van de schijf is, hoe groot is dan de spanning van het koord. 


Examenopgaven DBS. Ned.-Indië, 1906, 
Reken- en Stelkunde. 


1, Temand huurt een huis onder de volgende voorwaarden ; 
bij het betrekken van het huis hetaalt hij f 750, na 1 jaar 
f 700, na 2 jaar f 650, enz.; bij het betalen van den laat- 
sten termijn van f50 is hij eigenaar geworden. Op hoeveel 
wordt dan de tegenwoordige waarde van het huis geschat, 
bij een rentestand van 4 pct? 

2. Bereken # uit: 


ee AA is 
0,9653 


3. Bepaal het kleinste getal, dat bij deeling door 7, 11 
en 13 respectievelijk tot resten 6, 8 en 1 geeft. 


1) De katrol is aan den top van het hellend vlak aangebracht, 
waarop B ligt; de halende part van het koord is vertikaal. Red. 

2) A ligt aan den voet van het hellend vlak, he in den top; D is 
het raakpunt van stang en cilinder. Red. 
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Plani- en Stereometrie. 


1. Bewijs dat in een trapezium de som der quadraten 
der opstaande zijden gelijk is aan de som der quadraten 
der diagonalen verminderd met het dubbel product der 
evenwijdige zijden. 

2. Gegeven van het rechthoekig trapezium ABCD BC =a, 
AD=b, AB=c!); men laat van dit trapezium A ACD 
draaien om CD. Wordt gevraagd het oppervlak te bereke- 
nen dat door dezen A doorloopen wordt, als BC == 6, 
AB == 8rens AD =10 Mis: 

8. Gegeven een bol waarvan de straal = 12 cM.; wordt 
gevraagd: „Beschrijf in dien bol een rechten cirkelvormigen 
kegel, zóó dat het ronde oppervlak van dien kegel =2 X 
zijn grondvlak.” 


Gonio- en Trigonometrie. 


1. Van een driehoek ABC zijn gegeven de zwaartelijn 
uit C gelijk aan 264 en de deelen waarin hoek C verdeeld 
wordt, zijnde 36° 15’ en 23° 45’. Gevraagd de zijde C. 

2. Bereken 4x uit: 


sin 2 + sin 2x —= sin 4 x, 
8. Druk tg3a uit in tga. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Uit een gegeven, punt een loodlijn op een gegeven lijn 
neer te laten en de lengte dezer loodlijn te bepalen (punt 
en lijn geheel willekeurig te nemen). 

2. Een driehoek is gelegen in een vlak, evenwijdig aan 
de as van projectie. Bepaal de projecties van het middel- 
punt van den omgeschreven cirkel, 

8. Door een gegeven lijn een vlak te brengen, dat met 
het vertikale vlak een gegeven hoek maakt. 


Mechanica. 


1. Twee gewichten P en Q,‚ waarvan P>>Q, zijn door 
een koord verbonden, dat over een katrolschijf gaat. 
P4Q=16 KG. en de versnelling der beweging na het 
loslaten der gewichten == !/, g Meter. Men vraagt de grootte 
van elk der gewichten P en Q, de spanningen in het koord; 
en als na 4 sec. het gewicht P plotseling zijn beweging 


1 AB is de rechthoekszijde. Red. 


niet verder kan voortzetten, hoever het gewicht Q nog zal 
stijgen. 

Gewicht van het koord en van de katrolschijf benevens 
de wrijving blijven buiten beschouwing. 

2. Een staaf AB, wegende 10 KG., hangt met het einde 
A aan een verticaal touw en rust met het einde B op 
den horizontalen grond, zoodanig dat de helling der staaf 
30° is. 

Een tweede staaf CD, even zwaar en even lang, rust 
met het einde C zonder wrijving op de eerste staaf en is 
in D opgehangen aan een touw DE, zoodanig dat CD 
horizontaal is. 

AC=!/, AB. De zwaartepunten der staven liggen in 
het midden. 

Gevraagd: 

Hoe groot de wrijvingcoëfficiënt in B minstens zijn moet 
en welke richting het touw DE moet hebben, om beide 
staven in den aangegeven stand te houden. 

3. Hoe groot is de afstand van het zwaartepunt van 
een trapezium tot de grootste der evenwijdige zijden, als 
de evenwijdige zijden « en b en de hoogte h gegeven zijn. 

Geef een constructie ter bepaling van dat zwaartepunt. 


Natuurkunde. 


1. In een iĳscalorimeter van Bunsen — bij welks gebruik 
een bepaalde hoeveelheid warmte wordt gemeten door de 
volume-verandering, die het smelten van een correspon- 
deerende hoeveelheid ijs ten gevolge heeft — wordt als 
warmtebron gebruikt een electrische stroom die gedurende 
10 minuten door een draadklos loopt, welke in den calori- 
meter geplaatst is. 

Als nu de weerstand van den klos is 488 Ohm, en als 
een voltmeter voor het spanningsverschil tusschen de 
uiteinden van den klos aangeeft 26,84 volt, hoe groot zal 
dan de bovengenoemde volume-verandering zijn? 

Latente smeltingswarmte van ijs —= 79. 

Soortelijk gewicht van ijs — 0,915. 

Een stroom van 1 Ampère ontwikkelt in 1 Ohm per 
secunde 0,24 gramcalorieën. 

2. Wanneer de verdeeling op den steel van een areo- 
meter met constant gewicht zoodanig is, dat de opvol- 
gende streepjes soortelijke gewichten aangeven die met 
gelijke verschillen opklimmen, bijv. : 0,81 — 0,82 — 0,88 — enz, 
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dan zijn de onderlinge afstanden tusschen 2 opvolgende 
streepjes niet even groot. | 

Toon dit aan door een eenvoudige berekening. 

3. Van een glazen prisma is de doorsnede loodrecht op 
de brekende ribbe een gelijkbeenige rechthoekige driehoek, 
en de brekingsindex = 1,75. Wanneer nu een evenwijdige 
lichtbundel tegen een der zijvlakken komt, evenwijdig 
loopende aan de hypothenusa, hoe treedt deze bundel dan 
uit het prisma? 

4, Bij een tangentenboussole is het onverschillig hoe 
sterk de magneet is waarvan men den uitslag meet. 

Waarom is dit zoo? 


Examen veer adjunct-ijker, 1906. 
Wiskunde |. 
1. Herleid: 


2. Bepaal alle wortels van de vergelijkingen: 
GO 


8. Op de lijn PR is een halve cirkel beschreven met 
PQ =QR=LPR als straal. Met denzelfden straal zijn uit 
P en R de cirkelbogen TQ en SQ beschreven, dIGRden 
halven cirkel in T en S snijden. 

Beschrijf cirkels in de figuren PQT, TQS en SQR. 

4. De twee stralen, die eene koorde in 3 gelijke stukken 
verdeelen, verdeelen den kleinsten eirkelboog, welke bij 
die koorde behoort, in 3 stukken, waarvan het middelste 
het grootste is. Bewijs dit. 


Mechanica. 


1. Eene homogene staaf AB kan draaien om haar midden 
M. Eene tweede staaf CD is draaibaar om haar uiteinde 
C, dat vertikaal boven M ligt, en steunt met haar andere 
uiteinde op AM. Het gewicht van CD is P. Verder hangt 
in B aan de staaf AB een gewicht Q. 

Welken hoek maakt AB in den evenwichtstand met de 
vertikaal, ewammeer WAM —= BM == OM ECD? 


) 


Wiskunde II. 


l. De inhoud van een driehoek ABC is gelijk aan 
arb — 2 
An BEG 

Bewijs dit. 

2. Het volume van een bolsegment en van eene bolschijf 
wordt volkomen nauwkeurig uitgedrukt door de formule 
van Simpson 

V=dh(G+44M B). 

Bewijs dit. 

8. De ribben van een regelmatig viervlak, waarvan twee 
hoekpunten in een horizontaal vlak liggen; projecteeren 
zich op. dat vlak als de zijden en diagonalen van een 
gquadraat. | 

Bewijs dat dit mogelijk 1s en construeer de projectie 
van het lichaam op een willekeurig vertikaal vlak. 


Kindexamen der Deegere Burgerscholen in 1906. 
Algebra (3 uren). 


1. Bereken met behulp van logarithmen: 

Gek nde í 3 oa _W/0,25107 
D= (— 21475) W (— 087614)" + W(1,8792 Sau) 

2. Welke is in hare eenvoudigste gedaante de vierkants- 
vergelijking, die tot wortels heeft: 


3/5 +25) + WO — 25) gil /8 

Vi6 + 4V5—V86 — 165} °° W 07 — 56 3) 

3. Geef de definitie van de logarithme van een getal, 
noem de eigenschappen der logarithmen, die gij kent, 
zoowel de bijzondere, indien het grondtal 10 is, als de 
algemeene, en geef van die eigenschappen de bewijzen. 


Meetkunde (3 uren). 


1. Binnen een geliĳkzijdigen driehoek een punt zóó te 
bepalen. dat uit dit punt als middelpunt een cirkel kan 
beschreven worden, die twee zijden van den driehoek aan- 
raakt en op de derde zijde eene koorde bepaait, die een 
middelpuntshoek van 120° onderspant. 

2. Van eene afgeknotte piramide is gegeven: de hoogte 
— H centimeter, het grondvlak —=G vierkante centimeter 
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en het bovenvlak == !/, G vierkante centimeter. 

Bereken den inhoud van het gedeelte van de afge- 
knotte piramide, dat begrepen is tusschen de twee aan 
het grondvlak evenwijdige vlakken, waarvan het eene 
evenver van het grond- en bovenvlak verwijderd is, ter wijl 
de grootte van de doorsnede van het andere met de afge- 
knotte piramide, meetkundig middenevenredig is tusschen 
grond- en bovenvlak. 

(Het teekenen van eene duidelijke figuur wordt verlangd). 

3. Een rechte kegel is in een bol beschreven, zóó, dat 
de top in het oppervlak valt en het grondvlak van den 
kegel geheel samenvalt met het platte grensvlak van het 
bolvormig segment waarop de kegel staat. Als het ronde 
oppervlak van den. kegel gelijk is aan het ronde oppervlak 
van dit bolsegment,. vraagt men den inhoud van elk der 
deelen te berekenen, waarin de bol door het grondvlak 
van den kegel verdeeld wordt, De straal van den bol is 
R centimeter. 


Goniometrie en Trigonometrie (3 uren). 


1. De waarden van x te vinden uit de vergelijking: 
2sins  —sin==Ccos 4m 2eos2r 1. 
2. Bereken alle waarden van x tusschen 0° en 360°, die 
voldoen aan de vergelijking : | 
tg (90° +-3 2) = 
_ COS 312° 38’ 50” X tg 236° 15’ 40’ X sec 110° 56% Lon 
sin 218° 12’ 4” 
3. Van driehoek ABC zijn gegeven: de hasis AB == 24,326 
meter, de zijde AC == 20,562 meter en hoek A = 42° 18 ‘997, 
Men vraagt den straal te berekenen van den cirkel, die 
de zijde AB in B raakt en door het hoekpunt C gaat. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Eene lijn en een vlak zijn gegeven. In de lijn een punt 
te bepalen, dat op een gegeven afstand van het vlak ligt. 

2. Van een driezijdige piramide SABC is het grondvlak 
ABC een in het horizontale vlak gegeven driehoek. 

Verder zijn bekend: 

De horizontale projectie van den top en de hoek van 
het opstaande zijvlak SAB met het verticale vlak. 

Bepaal de horizontale en de verticale projectie der 
piramide. | 
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8. De verticale doorgang van een vlak maakt een hoek 
van 45° met de as van projectie, de horizontale doorgang 
maakt een hoek van 30° met die as, zoodat die beide 
doorgangen, in de teekening, een hoek van 75° vormen. 

Uit een punt buiten het vlak wordt eene lijn getrokken 
evenwijdig aan het gegeven vlak, die den horizontalen 
doorgang van het vlak onder een hoek van 60° kruist. 

Gevraagd door die lijn een vlak te brengen, dat met het 
gegeven vlak een hoek van 120° maakt. 


Werktuigkunde (3 uren). 


1. In een halven bol wordt eene kegelvormige holte 
gemaakt, zoodanig dat het grondvlak van den kegel 
samenvalt met en gelijk is aan het platte grensvlak van 
den halven bol, terwijl de kegel den straal van den bol 
tot hoogte heeft. Het uitgeholde lichaam rust met het 
holoppervlak op een plat vlak, dat met een horizontaal 
vlak een hoek van 26° 34’ maakt en dat juist ruw genoeg 
is, om het afglijden te verhinderen. Hoe groot is, in den 
even wichtsstand, de hoek, dien de figuursas van het lichaam 
met de verticaal maakt? 

Hoe groot is de wrijvingscoëfficient ? 

2. Een lichaam valt vrij uit een punt A en treft in B 
een hellend vlak, waarvan de hellingshoek 80° is. Na de 
botsing, die volkomen veerkrachtig wordt ondersteld, treft 
het een horizontaal vlak in het punt C. Gevraagd wordt: 

ad. hoe groot is de horizontale afstand van A tot C? 

b. met welke snelheid en onder welken hoek treft het 
lichaam het horizontale vlak? 

Gegeven is: AB —=45 meter; het punt B ligt 8,/5 meter 
boven het bedoelde horizontale vlak. De versnelling der 
zwaartekracht wordt gelijk 10 meter gesteld, 

8. Te pehandelen één der twee volgende onderwerpen, 
ter keuze van den candidaat: 

ad. de evenwichtsvoorwaarden voor de losse katrol, met 
inachtneming der wrijving; 

b. de samenstelling van twee koppels, die in twee 
elkander snijdende vlakken gelegen zijn. 


Natuurkunde (met 8 opstellen, 4 uren). 


Van een convergeerend stelsel van twee lenzen, welker 
hoofdassen samenvallen, is de eerste eene convergeerende 
lens met een brandpuntsafstand van 10 centimeter, de 
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tweede eene zwakkere divergeerende lens, rechts van de 
eerste opgesteld. 

Men plaatst deze lenzen eerst tegen elkander, zoodat 
hun onderlinge afstand te verwaarloozen is. Van een 
voorwerp, dat zich op 45 centimeter links van het stelsel 
bevindt, wordt nu een reëel beeld gevormd op een afstand 
van 90 centimeter van het stelsel. 

Terwijl het voorwerp en de convergeerende lens op hunne 
plaats blijven, verschuift men thans de divergeerende lens 
6°/, centimeter in de richting van de hoofdas naar rechts. 

Men vraagt: de plaats en den aard van het in het 
tweede geval gevormde beeld te bepalen, en door eene 
teekening de beeldvorming toe te lichten. 

De dikte der lenzen wordt buiten rekening gelaten. 


Rechtlijnig teekenen (6 uren). 


Van een trapje was een scheeve projectie met maten 
gegeven. 

Gevraagd werd de projectie te teekenen, wanneer het 
gedacht werd te staan op het horizontale vlak. 


Akte-examens Middelbaar Onderwijs ML ') 
Perspectiet. 


1. Bepaal de perspectief van een knopvorm (omwente- 
lingslichaam), bestaande uit bolsegment, afgeknotten kegel 
en gedeeltelijk uitgeholden cilinder. 

Het voorwerp ligt op den grond op aangegeven wijze. 

Bepaal tevens de eigen schaduw als de zonnestralen 
evenwijdig zijn aan het tafereel, de zon links van den 
aanschouwer staat en 224° boven den horizon. 

2. Bepaal de perspectief van een electrische lamp (om- 
wentelingslichaam), bestaande uit bolsegment, cilinder en 
afgeknotten kegel (lichtkap), waarvan de maten in eM. zijn 
aangegeven. Het lichaam is zoodanig opgehangen, dat het 
onderste punt op de hoogte van het oog en op gegeven 
afstanden rechts van het oog en achter het tafereel ligt. 

Construeer tevens de eigen schaduw bij zonlicht, als de 
zon 80° boven den horizon en links vóór den aanschouwer 


1 Van de volgende vier vraagstukken was voor elke groep candi- 
daten één bestemd. In plaats van de bijgevoegde figuren (met maten) 
is hier een beknopte omschrijving gegeven Bij alle was vermeld: de 
schaduw met een vlak tintje in waterverf aan te duiden; constructie- 
lijnen laten staan. 
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staat, terwijl de projecties van zonnestralen tevens hoeken 
van 30° mee het tafereel maken. 

9. Bepaal de perspectief van een blikken waschkom, 
bestaande uit 2 afgeknotte kegels en een cilinder. 

Het voorwerp ligt op ’t grondvlak en wel zoodanig, dat 
de opening naar het tafere®l is gekeerd. Het middelpunt 
van den bovenrand ligt op gegeven afstanden achter het 
tafereel en links van het oog, terwijl de projectie van de 
as van het lichaam onder een hoek van 45° met het 
tafereel naar rechts wijkt. 

Construeer tevens de schaduw bij zonlicht op en in het 
voorwerp, ais de zonnestralen evenwijdig zijn aan het 
tafereel, de zon links van den aanschouwer en 60° boven 
den horizon staat. 

4, Bepaal de perspectief van een poort met nis in ge- 
geven stand. 

Construeer tevens de eigen schaduw bij zonlicht, als de 
zonnestralen evenwijdig zijn aan het tafereel, de zon rechts 
van den aanschouwer staat en 30° boven den horizon (van 
de schaduwgrens in poort en nis het onzichtbare gedeelte 
te stippelen). 


Perspectief M!, 


Bepaal de perspectief van een metalen pot van gegeven 
vorm en afmetingen, bolsegment met afgeknotten kegel 
aan de bovenzijde, en 3 pooten. De pot staat met de 3 pooten 
_ in de punten A, B en C op den grond. Deze punten liggen 
in de hoekpunten van een gelijkzijdigen driehoek, welks 
zijde gegeven is. Het bolvormig gedeelte van den pot 
raakt het tafereel in een gegeven punt links van ’t oog. 
De pooten zijn zoodanig geplaatst, dat A het verst van 
het tafereel ligt en BC evenwijdig is aan het tafereel. 

Construeer tevens de eigen schaduw bij kunstlicht. De 
lichtbron staat in het tafereel 5 cM. rechts van het oog 
en 20 cM. boven den grond, 

Constructielijnen zichtbaar laten. De teekening behoeft 
niet in inkt te worden gezet. De schaduw met een vlak 
tintje in waterverf aan te duiden. 

Projectieleer O. 

l. Teeken een rechthoek, breed 55 hoog 60 cM.,‚als vlak 
van teekening. 

Neem eene as van projectie aan 28 cM. van den boven- 
kant en in die as een punt A, 104 cM. van rechts. 
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Breng door dit punt A een vlak, waarvan de horizontale 
doorgang een hoek van 60° en de vertikale een hoek van 
30° met de as maakt, (opening in beide gevallen naar links). 

13 cM. links van A en 8 cM. onder de as ligt een punt M, 
het middelpunt van een regelmatigen 8-hoek, welks zijde 
5 cM. is en waarvan 2 zijden evenwijdig loopen aan de as. 

Deze 8S-hoek is het in het horizontale projectievlak ge- 
legen grondvlak van eene regelmatige 8-zijdige piramide, 
welker opstaande ribbe 15 cM. is. 

De piramide wordt gesneden door het gegeven vlak. 
Bepaal: a. hor. en vert. proj. van de afgeknotte piramide, 
b. den waren vorm van het bovenvlak. 

2. Neem vervolgens (in dezelfde teekening) een tweede 
punt S aan, 30 cM. links van A en 6 cM. onder de as. 

Dit punt S stelt voor de horizontale projectie van het 
middelpunt van een cirkel, die in het aangenomen hellende 
vlak ligt en welks straal 5 cM. is. 

Bepaal de horizontale en verticale projectie van een 
rechten cirkelkegel, die dezen cirkel tot grondvlak heeft 
en 12 cM. hoog is- 

Constructielijnen zichtbaar laten. 

De teekening behoeft niet in inkt te worden gezet. 


Beschrijvende Meetkunde. 


De hier bijgaande figuur®) stelt voor de vertikale pro-_ 
jectie van de aan het vertikale vlak even wijdige meridiaan- 
doorsnede van een ringoppervlak, dat buitendien door het 
vertikale vlak inwendig wordt aangeraakt. (Het raakpunt 
zoodanig te kiezen, dat het grootste deel van den ring 
zich vóór het vertikale vlak bevindt). Construeer: 

a). De doorsnede van den ring met het vertikale vlak. 

b). De doorsnede van den ring met het horizontale vlak. 

Bij het teekenen der doorsnede met het verticale vlak 
denke men den ring massief en die helft, die vóór de 
gegeven meridiaan doorsnede ligt weggenomen. 

Verder denke men zich het vertikale vlak doorschijnend. 


1 De figuur bestaat uit twee cirkels :net straal 6 cM, die de as 
van projectie ter weerszijden raken, en hun uitwendige gemeenschap- 
pelijke raaklijnen. De- verbindingslijn der middelpunten snijdt de as 
onder een hoek van 30°. 
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Toelatingsexamen Rijksveeartsenijscheel 1906. 
Rekenkunde. 


1. Herleid de evenredigheid 
Qax Hr) =D: (be +2) 


tot den vorm 1:1:=bekendgetal:# zonder gebruik te 
maken van de hoofdeigenschap en met vermelding van alle 
eigenschappen, die gebruikt zijn. 

2. Een voetganger vertrekt om 12 uur uit A naar B; 
een ruiter om half 2. De ruiter haalt den voetganger in 
om half 8; rijdt door, rust in B één uur en ontmoet den 
voetganger om 5 uur op 3 KM. afstand van B. Hoe groot 
is de afstand van A tot B en met welke snelheid reist de 
voetganger. 

3. lemand verkoopt twee stukken laken, die tegen den- 
zelfden prijs per M. zijn ingekocht en waarvan de lengten 
zich verhouden als 5:4, tegen f 5.50 en f 5.75 den M. Hoe 
lang is ieder stuk als hij op ieder f 40 wint. 


Stelkunde. 
1. Herleid: 
aki } 
( 2 /as AAE AN 
ape zl PTA A vn 


2. Bepaal z en y uit: 
EH Dy F1) Way =525 en Vat Vy=l2. 
3. Bepaal de geheele positieve waarden van x,y enz uit: 
SHH Dy 72 560 en 
Iv 25yJ- 492 = 2920. 


Trigonometrie. 
1; Bepaal uit: 
sin 2 J- sin 24 4- sin 34 =—=l cos TH COS 27. 


2. Door een punt M op de lijn, die een rechten hoek 
middendoor deelt, een lijn te trekken zóó, dat het stuk 
tusschen de beenen van den rechten hoek een lengte 6 
hebbe. 

3. Een rechthoek wordt 1.75 maal zoo groot, als de hoek, 
waaronder de diagonalen elkaar snijden, tweemaal zoo 
groot wordt. Hoe groot is die hoek? 
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4, Van driehoek ABC is de loodlijn uit. B op AC neer- 
gelaten 855 en de loodlijn uit C op AB neergelaten 252 
en de hoek, die deze loodlijnen met elkaar maken 
114° 31’ 46”. Hoe groot zijn de zijden van dezen driehoek ? 


Planimetrie en Stereometrie. 


1. Uit de hoekpunten van een gelijkzijdigen driehoek 
worden loodlijnen neergelaten op een middellijn van een 
omgeschreven cirkel. Bewijs dat de twee loodlijnen aan 
den eenen kant der middellijn samen zoo groot zijn als de 
derde loodlijn. 

2. Uit de hoekpunten van een vierkant worden, met de 
zijde van het vierkant tot straal, in het vierkant kwart- 
cirkels beschreven. Druk de grootte der deelen, waarin 
hierdoor het vierkant verdeeld wordt, uit in de zijde a. 

8. In een kegel is een vlak evenwijdig aan het grond- 
vlak zóó aangebracht, dat de doorsnede gelijk is aan het 
ronde oppervlak van een afgeknotten kegel. Hoever ligt 
die doorsnede boven het grondvlak, als de lengte van den 
kegel 12 cM. en de straal van het grondvlak 5 cM. is, 

4, Bewijs dat bij een willekeurig viervlak de vlakken 
die de tweevlakshoeken middendoor deelen door één punt 
gaan, en druk den afstand van dit punt tot een zijvlak 
uit in inhoud en oppervlak van het lichaam. 


Natuurkunde. 


1. In een kolf van 50 gram gewicht is 50 gram phos:- 
phorus en 100 G. water van 10° C.;-hoeveel warmte is 
noodig om al de phosphorus te doen smelten. Smelpunt 
P==44,°2, latente smeltingswarmte P=—=5,03 cal. soort. 
warmte P == 0,2, soort. warmte glas — 0,2, 

2. Voor de verlichting van een zaal zijn aangebracht 
14 kroontjes elk met 4 gloeilampen, van 110 Volt en 4 
Ampère. Die kroontjes zijn parallel geschakeld, de lampjes 
van elke kroon in serie. Hoeveel volts spanning is hier- 
voor noodig en hoeveel kost deze verlichting in 5 uur, 
wanneer de kilowattuur tegen 20 cent gerekend wordt. 


Propadeutiseche Examens aan de Technische Deegeseheel, Mei 1900. 
Differentiaal- en Integraalrekening. 


1. Bewijs dat de kromme 
2 — I= 2 34? 


if 


drie dubbelpunten heeft, en bepaal de raaklijnen in die 
punten, 


2. Als u=af(!) JD (5), dan is: 


d? u d2 u d2 u 
2 | Ben, rl 

Vi nn , 
Bewijs dit: 


8. Bij welke kromme zijn de raaklijnen even ver van 
den ovrsprong verwijderd als de ordinaten der bijbehoorende 
raakpunten ? 

4. Bereken den inhoud van den kromlijnigen driehoek, 
ingesloten door de parabolen 

Ye AL + A2 == 0 
ye — dant 16a2=0 
ye arn J 81 a =0. 

Geen der zijden ontmoet de X-as. 


Analytische Meetkunde. 


l. Gegeven een gelijkbeenige driehoek (basis — 2a, hoogte 
AK 

Gevraagd: lo. Te bewijzen dat alle gelijkzijdige hyper- 
bolen, die door de hoekpunten van dien driehoek gaan, 
tevens het hoogtepunt bevatten, en dus een bundel vormen ; 
20. de meetkundige plaats van de middelpunten van de 
hyperbolen van dien bundel te bepalen. 


' dt 2 y? 22 
2. Gegeven de ellipsoïde 5) + Dè + en nere AE 


en het vlak es =k(k<{c). In ieder punt van de doorsnede 
van dit vlak met de ellipsoïde richt men de normaal op 
het oppervlak op. 

Gevraagd: De vergelijking van het door deze normalen 
gevormde regelvlak op te stellen. Snijd dit regelvlak met 
het vlak XOY, en onderzoek den aard en de ligging der 
doorsnede. 

3. Een cirkel, straal =r, in een vlak es =k gelegen, en 
die de vlakken XOZ en YOZ aanraakt, is de basiskromme 
van een kegel, welks top in O ligt, en tevens een groote 
cirkel van een bol. 

Gevraagd: Te bewijzen dat kegel en bol nog een tweeden 
cirkel gemeen hebben. 


Examen-Opgaven in 1906, 2e Jaargang 2 
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Hoogere Stelkunde. 
1. Bewijs dat 


OEE Den UR RS od 1 dj 1 

TD BD AC ll adk bAH-k ce dk 
VERO ERD 1 AHK Wk ec +k 
Birken en 1 ak DAK CHK 


voor alle waarden van Kk, k' en Kk’. 
2. Als wv en w wortels zijn der vergelijking 


nt 3parrd3gqgarthr=0, 


dan is de derde wortel TEE Bewijs, dat ven w ook wor- 


tels zijn der vergelijking 
rat2qgrdgr=0. 
8. Gegeven de vergelijking 
1320. 


a. Wat leert omtrent de wortels het theorema van 
Descartes? 

b. Wat dat van Rolle? 

c. Wat dat van Sturm? 

d. Welke zijn de grenzen der wortels? 

e. Los de vergelijking rechtstreeks op. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Centrale Projectie. Gegeven de distantiecirkel (straal 
— 9 cM.) Het meest links gelegen punt van dezen cirkel 
is het doorgangspunt, het onderste punt het vluchtpunt 
eener rechte l. Het punt M dezer rechte, op een afstand 
van 4 cM. onder het tafereel gelegen, is het middelpunt 
van een bol, welks straal eene lengte van 6 cM. heeft. 

Gevraagd: met behulp van de stelling van Dandelin 
de centrale projectie van dien bol te bepalen en in het 
bijzonder die punten aan te geven, waar die centrale 
projectie den cirkel aanraakt volgens welken de bol het 
tafereel snijdt. 

2. Axvonometrie. Gegeven de gelijkzijdige tafereeldriehoek 
XYZ (lengte der zijden = 20cM.) Van eene hyperbolische 
paraboloïde is het vlak XOY het eene richtvlak, X4 == a; 
eene eerste lijn van het stelsel a, en de lijn van. YX naar 
het midden M van OZ eene tweede, as. 
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Gevraagd: Eene lijn. van het stelsel b, op eene ware 
hoogte van 4 cM. boven XOY gelegen, en van het vlak 
door deze lijn en //OZ het raakpunt. 

8. Orthogonatle Parallelprojectie. Op de as van projectie 
liet eene lijn AB=12 cM. (A links, B rechts). Deze lijn 
is eene zijde van een ruit ABCD, wier langste diagonaal 
AC eene lengte heeft van 22 cM. Men laat de beide zijden 
CB en CD om de diagonaal CA wentelen, waardoor een 
omwentelingskegel ontstaat met C als top en CA als as. 

Verder beschrijft men om de punten A en C als middel- 
punten, en met een straal van 14!/, cM., cirkelbogen, die 
elkaar op. BD ontmoeten, en laat deze om BD wentelen, 
waardoor een tweede omwentelingsoppervlak ontstaat. 

Door de doorsnede dezer beide omwentelingsoppervlak- 
ken kan een dubbelprojecteerende cilinder worden gebracht, 
welks beschrijvende lijnen // BD zijn. 

Gevraagd: 1°. Van de doorsnede der beide omwentelings- 
oppervlakken die punten te bepalen wier vertikale pro- 
jeeties op BD liggen; 2°. de beschrijvende lijnen van boven- 
genoemden cilinder door die geconstrueerde punten; 3° de 
raakvlakken van den cilinder langs die beschrijvende lijnen. 

N.B. Trek de as van projectie op + !/4 van de hoogte 
van het papier van den onderkant af, en neem het punt 
A ongeveer in het midden dier as aan. 


Differentiaal- en Integraalrekening. 


Architecten. 
1. Bewijs dat de kromme 
I= yd 8? 


drie dubbelpunten heeft, en bepaal de raaklijnen in die 
punten. 


2. Als u=zf(d) JD (2), dan is 


d2 u d2 u ade want. 
rr h 2 Bae ET Ae 


Bewijs dit. 
3. Bereken den inhoud van de lemniscaat waarvan de 
vergelijking op poolcoördinaten is 


r2—=a?cos 2d. 
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Differentiaal- en Integraalrekening. 


Technologen. 


1. Tot welken limiet nadert de breuk 
ll — COS X 


xl(Ll + 7) 
wanneer 2 =0 wordt? 

2. Eene zekere hoeveelheid vloeistof van hooge tempe- 
ratuur wordt in een open vat boven eene kleine vlam 
geplaatst. Wanneer nu mag worden aangenomen, dat bij 
eene behoorlijke keuze der eenheden, de betrekking tusschen 
de verdampingssnelheid v en den tijd f wordt uitgedrukt 
door de vergeiijking : 

v—=at (al) —t 
waarin a eene constante voorstelt, op welk oogenblik is 
dan die snelheid het grootst of het kleinst? Dit te onder- 
zoeken voor het geval dat a =2. 

3. Hoe hoog staat eene vloeistof van het volume a® in 
een cilindervormig vat, welks bodem den vorm heeft van 
een toegespitst ovaal, ingesloten door de kromme 

fo SM ERD 

4, In eene verhandeling van H. Danneel in het Zeitsch. 
für phys. Chem. Dl. 33 (1900) over Chemische Kinetik und 
freie Energie der Reaction 


2HJ2Ag=2AgJ Hs 
komt eene differentiaalvergelijking voor van de gedaante 
ORE DEN 
ek 
Men vraagt de betrekking tusschen # en t zonder diffe- 
rentiaalteekens uit te drukken. 


Analytische Meetkunde. 
Technologen en Architecten. 


1. Een om het punt O met een straal 7 beschreven 
cirkel snijdt de y-as in een punt A (bovenste punt). Op 
de raaklijn in A beweegt zich een punt P. Men trekt van 
uit P de tweede raaklijn PR aan den cirkel (R == raak- 
punt), en verbindt R met A. 

Gevraagd: de meetk. plaats van het snijpunt Q van OP 
en RÀ. 
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2. Gegeven de gelijkzijdige hyperbool xy —=k?. Om een 
punt P dezer kromme als hoekpunt kan een rechte hoek 
draaien. Indien de twee andere snijpunten van de beenen 
van dien hoek met de kromme A en B genoemd worden, 
vraagt men te bewijzen dat de lijn AB steeds loodrecht 
staat op de raaklijn in P. 

8. Gegeven een gelijkbeenige driehoek (basis — 24, 
hoogte == h.) 

Gevraagd: 1°. Te bewijzen dat alle geliĳkzijdige hyper- 
bolen, die door de hoekpunten van dien driehoek gaan, 
tevens het hoogtepunt bevatten; 2°. de meetk. plaats van 
de middelpunten van al die hyperbolen te bepalen. 


Differentiaal- en Intergraalrekening. 
Nà de Zomervacantie 1906. 


1. Wanneer bij eene vlakke kromme de coördinaten x 
en y als functies van de booglengte s beschouwd worden, 
dan voldoet de kromtestraal R aan de betrekking: 


pC 
Bewijs dit. 


2. Van eene gegeven hoeveelheid metaal (volume == V) 
moet een rechthoekige bak van gegeven wand- en bodem: 
dikte a worden gegoten. 

Bij welke uitwendige afmetingen zal die bak den groot- 
sten inhoud hebben? 

8. Bewijs dat het oppervlak: 

| 12 + y2 


c2 


z=ae 


eene omwentelingsfiguur is, en bereken den inhoud der 
ruimte tusschen dit oppervlak en het vlak XOY. 
4, De vergelijking: 


2 
eh aal Laty=0 


Ù 
kan door de substitutie #=—= ® (2) overgaan in 
nen 
dz 9 


Men vraagt @®(z) zoodanig te bepalen dat, dit mogelijk 
is, en vervolgens de gegeven vergelijking te integreeren. 
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Analytische Meetkunde. 


1. Men trekt in de gelijkzijdige hyperbool xy == c? een 
stel evenwijdige koorden, y= mav-p. Bewijs dat de 
cirkels, die deze koorden tot: middellijnen hebben, twee 
op de hyperbool gelegen punten gemeen hebben, wier 
verbindingslijn door O gaat. 

nen er RE 

2. Gegeven de hyperbolische paraboloîde nnn 
Men brengt door de z-as de beide vlakken aan loodrecht 
op de beide richtvlakken, en beschouwt den bundel van 
kwadratische oppervlakken, die door de doorsnijding van 
eerstgenoemde vlakken met de paraboloïide gaan. Gevraagd 
de meetkundige plaats der polen van het vlak z=pr + py 
ten opzichte van alle oppervlakken uit den bundel. 


2 2 2 
8. Gegeven de ellipsoïde 5 D JL 5 mtb Men be- 


schouwt de veranderlijke middellijn (== mz, y == nz), en 
het daaraan toegevoegde diametraalvlak. Uit het punt 
A (a, 0,0) laat men de loodlijn neer op dit vlak, en door 
het punt B==(0,5,0) brengt men het vlak loodrecht op 
de middellijn. Gevraagd de meetkundige plaats van het 
snijpunt van die loodlijn en dat loodrechte vlak. 


Stelkunde. 
1. Bewijs met behulp van de meetkundige voorstelling 
der imaginaire getallen dat 
(cos 2 + isin 2) (cos B + isin B) — COS (2 + B) + isin (2 + B). 
2. Men vraagt de vergelijking 
vid 2=0 
volgens eene algemeene methode rechtstreeks op te lossen. 


3. Bewijs: 
a. dat de reeks 


TT ER reerd. 
convergent is, als p >l1 en divergent als p <1; 

b. met behulp hiervan, dat eene willekeurige reeks met 
positieve termen convergeert of divergeert naarmate de 
limiet van 


U 
nt 1 
nand 


n- 1) 
n 


een negatief of een positief getal is. 
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Beschrijvende Meetkunde. 


1. Perspectief. Een regelmatig viervlak ABCD, (lengte 
der ribben —= 12 eM.), rust met het zijvlak ABC op het 
grondvlak. De verlengde ribbe AB snijdt de grondlijn in 
een punt P, loodrecht onder het oogpunt gelegen, en sluit 
met de grondlijn een hoek van 15° in (opening naar rechts), 
terwijl PA=6, en dus PB=18 cM. is. Het punt C 
ligt achter de zijde AB. 

Laat het lichaam om AB wentelen, totdat de top D 
in het tafereel komt te liggen, en breng het daarna in 
perspectief, 

N.B. Neem de grondlijn aan in het midden van het 
papier, en het oogpunt links op den horizon. De horizons- 
hoogte bedraagt 14 cM.…, de distantie 24 cM. 

2, Axonometrie. Eene nis, bestaande uit een halven 
Cilinder, gedekt door het vierde gedeelte van een bol, 
staat op het horizontale vlak, en wel zoodanig dat de z-as 
juist door het hoogste punt der nis gaat, en het vlak van 
de opening evenwijdig is aan de zijde XY van den tafe- 
reeldriehoek | 

Deze nis wordt verlicht door evenwijdige lichtstralen, 
wier horizontale projecties // OY en wier axonometrische 
projecties // OX zijn. 

Construeer de axonometrische projectie der nis, en be- 
paal de slagschaduw van het hoogste punt op de binnen- 
zijde der nis. 

ree LOA 1407 Straal” scuinder 
—=6cM.… hoogte cilinder =13cM. Het punt O een weinig 
onder het midden van het blad aan te nemen. 

8. Rechthoekige Projectie. Een ring rust op het horizontale 
vlak, terwijl zijne as a in het vertikale vlak ligt, zoodat 
de doorsnede met dit vlak uit twee even groote cirkels 
bestaat. Breng door één van de twee gemeenschappelijke 
inwendige raaklijnen dezer cirkels (het raakpunt A met 
den cirkel links ligt bovenaan, het raakpunt B met den 
cirkel rechts onderaan) het vlak P loodrecht op het verti- 
kale vlak, dan zal dit vlak P den ring in A en B aan- 
raken, waaruit volgt dat de doorsnede van dit vlak met 
den ring uit twee cirkels bestaat, die beide door A en B 
gaan, en symmetrisch liggen ten opzichte van het verti- 
kale vlak. Beschouw den voorsten van deze twee cirkels 
als eene richtkromme van een niet ontwikkelbaar regelvlak, 
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voor hetwelk bovendien de.as «& van den ring eene richt- 
lijn, en het horizontale projectievlak een richtvlak is. 

Construeer de punten van de doorsnede van ring en 
regelvlak, gelegen op eene hoogte van 6 cM. boven het - 
horizontale projectievlak, en aan den binnenkant van den 
ring, en trek in één dezer punten de raaklijn aan de 
doorsnede. 

N.B. Straal wentelende cirkel =4 cM., afstand van zijn 
middelpunt tot de as a =8cM. Neem de as van projectie 
juist in het midden van het blad aan. 


Differentiaal- en Integraalrekening. 
Bouwkundige Ingeniers. 


1. Wanneer bij eene vlakke kromme de coördinaten x 
en y als functies van de booglengte s beschouwd worden, 
dan voldoet de kromtestraal R aan de betrekking: 


ds?) 
Bewijs dit. 
2. Bereken de waarde van 
xJ-2 
lars Cn 


Diflerentiaal- en Integraalrekening. 
Technologen, 


1. Bepaal zoo nauwkeurig mogelijk de gedaante der 
kromme, die tot vergelijking heeft 


r—=2acosésin2d. 


2. Wanneer eene stoomboot zich in eene rivier stroom-- 
opwaarts beweegt, is de weerstand, welken zij onder- 
vindt, evenredig met de tweede macht van hare snelheid 
met betrekking tot het water. 

Wanneer verder het kolenverbruik evenredig is, zoowel 
met de werkelijke snelheid van het vaartuig als met den 
weerstand van het water, vraagt men, bij welke snelheid 
het kolenverbruik het geringst is. 

De stroomsnelheid is d. 

2. Volgens M. Bodenstein (Zeitschrift fúr phys. 
Chemie, Dl. 29, 1899, blz. 315) wordt bij de vorming van 


REE stof uit A elementen volgens de vergelijking 
H, 4 S= H,S 
de betrekking tusschen den tijd t en de daarin gevormde 


hoeveelheid x van het gas uitgedrukt door eene differen- 
tiaalvergelijking van de gedaante 


dx 
H —=k(a—x) W(b —4). 
Men vraagt deze betrekking zonder differentiaalteekens 
uit te drukken. 
Er is verondersteld, dat de a de oorspronkelijke hoeveel- 
heid waterstof voorstelt, en dat gasvormige zwavel in 
overvloed aanwezig is. 


Analytische Meetkunde 
voor Technologenen Architecten. 


1. Op de beide coördinatenassen wordt een veranderlijke 
rechthoek OACB beschreven (A op de z-as, B op de y-as), 
welks omtrek constant, en == 2a is. Bewijs dat de lood- 
lijn, uit C op de diagonaal AB neergelaten, door een vast 
punt gaat. 

2, Gegeven eene ellips. Uit het eene brandpunt trekt 
men eene lijn evenwijdig aan eene veranderlijke middel- 
lijn, en uit het andere eene lijn evenwijdig aan de toege- 
voegde van die middellijn. Bepaal de meetkundige plaats 
van het snijpunt dier twee lijnen. 

8. Men trekt in de gelijkzijdige hyperbool ty==c? een 
stel evenwijdige koorden, y=mavJ- p. Bewijs dat de 
cirkels, die deze koorden tot middellijnen hebben, twee 
op de hyperbool gelegen punten gemeen hebben, wier ver- 
bindingslijn door O gaat. 


Natuurkunde 1. 
Mei 1906. 


1. Uit een open bak van 0.5 M. hoogte, die steeds vol 
wordt gehouden, stroomt water door een buis van 5 cM.? 
doorsnede naar een 2 M. beneden den bodem gelegen punt 
A, dan door een schuin naar boven loopende buis van 
6 cM.? doorsnede naar een punt B dat 5 M. hooger dan A 
is gelegen, en vervolgens door een horizontale buis van 
8 M. lengte en HY, cM.2 doorsnede in een ruimte, waarin 
een druk van */, atmosfeer is, 
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Men vraagt: 

ad. te berekenen de per seconde uitstroomende hoeveel- 
heid vloeistof en de drukking in de beide deelen der 
leiding bij B; 

b. een grafische voorstelling van de snelheden en druk- 
kingen voor de geheeie leiding. 

De door kontraktie- en weerstandscoëfficienten uitge- 
drukte snelheidsverliezen aan het begin en eind van elk 
deel der leiding kunnen buiten rekening worden gelaten. 
De wrijving moet alleen voor het laatste deel der leiding 
in rekening worden gebracht. De invloed van deze wrij- 


lVe 2 
ving wordt gevonden door een term A Pg ‚ waarin Zen 


d de lengte en de middellijn van de buis zijn, en A = 0.02 
te stellen 1s. 

2. a. Men vraagt uit de wet der overeenstemmende toe- 
standen de drukking te berekenen van verzadigden water- 
damp van 300° C, als gegeven is, dat voor koolzuur de 
spanning van verzadigden damp bedraagt 

bij 026 35 4 atm, 
bijsod 40,8 atm. 

b. Hoeveel water moet zich bij 20° C bevinden in een 
gesloten vat van Ì dM.” inhoud, waaruit de lucht is ver- 
wijderd, om te verkrijgen dat bij verhitting het kritisch 
punt worde bereikt? Wat zal er geschieden bij de ver- 
hitting indien de waterhoeveelheid meer of minder be- 
draagt? Het gewicht van den waterdamp en de volume- 
verandering van het vat kunnen worden verwaarloosd. 

De kritische grootheden zijn: 

voor koolzuur. == 42 alm. tes Sla 
water wp =205 atm, tf, == 365° C. 
vx (1 kg.) =2.32 dM.3 


2) 


JEL 


1. Een kg. lucht van 0° C. en 1 atm. drukking wordt 
verwarmd tot 91° C. langs omkeerbaren weg en zoodanig 
dat de soortelijke warmte c constant blijft (polytropisch). 

Men vraagt te berekenen: het volume en de drukking 
in den eindtoestand, de toegevoerde warmte, den uitwen- 
digen arbeid, de verandering der inwendige energie, de 
waarde van cj. | 
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Geef ongeveer den vorm van het druk-volume diagram 
en van het temperatuur-entropiediagram dezer toestands- 
verandering. 

Gegeven: e=} (Cp + C1 Á C‚ — 0.1685, 

soortelijk gewicht van lucht (0° C., 1 atm.) = 0.001298, 

: kwik — 13.6, 
mechanisch aequivalent van Ì kg, cal. —=42/ kem. 

De lucht hierbij te beschouwen als een ideaal gas. 

2. Leid de formule af voor de soortelijke warmte (k) 
van den verzadigden damp, en bereken h voor aether bij 
40° C., als gegeven is: 

de soortelijke warmte van de vloeistof 
c—= 0.529 J- 0.0006 t, 

de verdampingswarmte 
r == 93.00 — 0.079 t. 


Door welke lijn wordt A in het temperatuur-entrapie- 
diagram weergegeven ? 

Bereken het entropieverschil voor 1 kg. verzadigden 
aetherdamp van 89!/,° en 401/,° C 


HIL. 


1. Een ĳzeren ring met cirkelvormige doorsnede, die 
geheel met windingen is bedekt, bestaat uit twee helften, 
die langs volkomen vlakke doorsneden tegen elkaar sluiten. 
Men vraagt de kracht in kg. te berekenen, waarmede de 
beide deelen elkaar aantrekken, als er een stroom door 
de windingen gaat. 


En als S de door- 
8 zr 


snede van den ring is. Men vraagt tevens een afleiding 
van deze uitdrukking. 
Gegeven zijn: 


B2 
De uitdrukking voor deze kracht is Kan 


in- en uitwendige straal van den ring . . 10 en 12 cM. 
bobialsaantalswindingen. „ie ne 904, 

BORNOTE SLOKTE EAT Id en fg ATD, 
susceptibiliteit « . . . . zumt ren dear 100. 


2. Aan de polen van een Daer van 100 achter elkaar 
geschakelde galvanische elementen zijn verhonden: 

19. een absolute electrometer, bestaande uit twee platen 
op een afstand van 3 mM., waarvan de bewegelijke plaat 
een middellijn van 24 cM. heeft. 
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20, twee naast elkaar verbonden gelijke knalgasvolta- 
meters. 

Men vraagt: 

a. de hoeveelheid water die per seconde zal worden ont- 
leed, 

b. de kracht waarmede de electrometerplaten elkaar 
zullen aantrekken, in mg, 

c. een afleiding van de formule voor deze aantrekking. 

Gegeven zijn: 


de electromotorische kracht van een element …. 1.8 volt, 
E ra OT De in 

een voltameter He EN 
de inwendige weerstand van een He ifs GEERS 
de weerstand van een voltameter . . . … . 5 ohm, 
het atoomgewicht van zilver . . . 108. 


Door een amp. wordt per sec 1118 mg. itvel neerge- 


slagen. 
IV. 


1. Een lading, gelijk aan die welke een condensator 
(bestaande uit twee concentrische metalen bollen van 10 
ceM. en 10.1 cM.‚ straal, met lucht er tusschen, waarvan 
de buitenste naar de aarde is afgeleid) bevat, als hij ge- 
laden is op een potentiaal van 300 volt, wordt 100 maal 
achtereen overgebracht ap een condensator, waarvan de 


capaciteit se mikrofarad is. 


Welke zal in electrotatische c. g. s-eenheden de poten- 
tiaal van den tweeden condensator ten slotte zijn en welk 
bedrag in joules bereikt zijn arbeidsvermogen daarbij 2 

Een farad is 9 X 10° meter. 

2. Een batterij met 2 ohm inwendigen weerstand levert 
stroom in een uitwendigen weerstand van 8 ohm; de 
polen van de batterij worden verbonden met de electroden 
van een quadrantelectrometer. De uitslag van dezen, afge- 
lezen met spiegel en schaal, bedraagt 100 schaaldeelen. 
Welke zal de uitslag zijn, als de uitwendige keten ver- 
broken wordt, terwijl verder alles hetzelfde blijft ? 

Men verbindt vervolgens twee punten A en B van den 
uitwendigen keten door een geleiding waarvan de weerstand 


5 ohm bedraagt, terwijl de weerstand van de hoofdleiding 


2) 


AB 4 ohm is. Wanneer dan de keten weer gesloten 
wordt, welke zal dan de uitslag van den quadrantelectro- 
meter zijn ? 


Gandidaats-kexamens aan de Technische Deege Scheel, 1906, 
Theoretische Mechanica. 


1. Een homogene kogel rust op een ruw horizontaal 

vlak (wrijvingscoëfficient f). 
.… Men vraagt de beweging te bepalen, welke deze kogel 
zal krijgen ten gevolge van eene impulsie Il, die door het 
steunpunt van kogel en vlak is gericht onder een hoek 
van «° met de vertikaal. 

2. Van eene dunne plaat in den vorm van een halven 
cirkel is de dichtheid in elk punt evenredig met den 
afstand van dat punt tot de begrenzende middellijn. 

Bepaal den afstand van het zwaartepunt dier plaat tot 
deze middellijn en toon aan, dat die gelijk is aan den ge- 
reduceerde slingerlengte van een homogene plaat van 
dezelfde afmetingen, als deze om de middellijn als as 
wentelt. 

8. Eene dunne homogene staaf wordt gedwongen met 
een van haar uiteinden zonder wrijving langs eene verti- 
kale lijn te bewegen, terwijl zij onder de werking van 
haar gewicht valt. 

Ten tijde {=—=o valt ze samen met de verticale lijn en 
heeft om genoemd uiteinde eene hoeksnelheid vw. 

Bewijs, dat de staaf om dat uiteinde volle wentelingen 
zal maken en daarbij eene hoeksnelheid w, heeft als ze 
in vertikalen, 2w, als ze in horizontalen stand is. 


Toegepaste Mechanica (3 uren). 


1. Van een staafverbinding vormen de staven de vier 
zijden en de twee diagonalen van een vierkant. De staven 
zijn door scharnieren aan elkaar verbonden; ze zijn alle 
van hetzelfde materiaal, ijzer, vervaardigd, en de doorsnede 
is van vijf dezelfde; de zesde, een der omtrekstaven, heeft 
de dubbele doorsnede. Bij overal gelijke temperatuur zijn 
de staven spanningloos. De dikke staaf wordt nu 20° af- 
gekoeld; wordt gevraagd de spanning, die daarbij in die 
staaf ontstaat. De elasticiteitsmodulus van ijzer is 2.10 en 

1 
80000* 


en de uitzettingscoëfficient is 
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2. Twee gelijke staven, lang 4, zijn naast elkaar op een 
onderlingen afstand w horizontaal in een wand ingeklemd. 
Tusschen de vrije uiteinden B en B’ is een staaf BB’ be- 
vestigd, die in haar midden M weer een staaf MC draagt, 
die horizontaal naar den wand toe is gericht en een lengte 
l=}/,l heeft. Aan het uiteinde C van die staaf grijpt 
aan een verticale kracht P. 

2a. Gevraagd worden schetsen, die een denkbeeld geven 
van het verloop der lijnen voor buigend en wringend mo- 
ment van de verschillende staven, en van de verticaal- 
krachten. 

2b. Hoeveel zal het uiteinde C zakken? 

De eerstgenoemde staven en de staaf MC zijn vierkant, 
zijde der doorsnede a; de staaf BB’ is rond, middellijn der 
doorsnede d. De elasticiteitsmodulus van alle staven is EK, 
De buiging van staaf BB’ mag verwaarloosd worden; even- 
eens de afschuiving in de verschillende staven. 

3 Twee houten balken, lang 12 M., doorsnede 20 cM. 
MX r20 eM., liggen óp elkaar. Ze zijn door klossen aan 
elkaar bevestigd op vijf plaatsen : aan de uiteinden, in ’t 
midden, en op 2 M. afstand van de uiteinden, zoodanig, 
dat ze nu als één balk beschouwd kunnen worden. De 
aldus verkregen balk is aan de uiteinden opgelegd, en in 
’t midden belast met 1 ton. 

Gevraagd worden de krachten, waaraan de vijf klossen 
weerstand moeten bieden. 

4. Hoe vormt men zich een denkbeeld omtrent de ver: 
deeling der schnifspanningen over de normale doorsnede 
van een concentrisch uitgeboorde as, die gewrongen wordt. 


Propeedeutische kxamens aan de Technische Deege Scheel. 
Na de Zomervacantie. 
Natuurkunde [. 


df Een gesloten bak van 50 cM.? oppervlakte, waarin 
een druk is van 1,25 atm is tot een hoogte van 0,5 M. 
gevuld met een vloeistof van soortelijk gewicht 1,25. Van 
den bodem, bij A, loopt eene buisleiding recht naar be- 
neden, bestaande uit een stuk AB van 1,6 M. lengte en 
8 cM.? doorsnede, gevolgd door een stuk BC van 1,4 M. 
lengte en 5 cM.? doorsnede. Men vraagt de hoeveelheid 
vloeistof die bij C per seconde zal uitstroomen, en den 
druk in een punt D, midden tusschen A en B gelegen. 

atm == KG CMS tesstallen. 
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2. Beschrijf de proef van Clément en Desormes ter bepaling 
van. «=Cp/C;. Stel de daarbij optredende toestandsver- 
EN 

edt 
af, waarin p, en p, de begin- en de einddrukking in den 
toestel voorstellen, en pj die van den atmosfeer. 


IL 


1. Een reservoir van 2 liter inhoud bevat een ideaal 
gas bij een temperatuur van 0° C. en 22 atm drukking. 
Men brengt dit reservoir plotseling in verbinding met een 
even groote luchtledige ruimte. Met welk bedrag is ten 
slotte, als weer een evenwichtstoestand is ingetreden, 
veranderd : 

le de temperatuur, 2e de drukking, 3e de inwendige 
energie, 4e de entropie, be de vrije energie (thermodyna- 
mische potentiaal bij constant volume)? 

De beteekenis van de laatstgenoemde grootheid nader 
toe te lichten. | 

BOG veler ite 4010 — 0,169, 

soort. gew. gas (0°, 760 mM) 0,001298. 

2. Men laat 1 KG. water den volgenden kringloop door- 
loopen: a) verwarming van T° tot T,°, b) isotherme vol- 
ledige verdamping bij T° c) uitzetting. op zoodanige 
wijze, dat de damp daarbij verzadigd blijft; de tempera- 
tuur daalt tot T°, d) isotherme samendrukking bij T° tot 
alles weer in vloeistof is overgegaan. Men vraagt: 

Hoe groot is hierbij de verhouding van de in arbeid 
omgezette warmte tot de totaal toegevoerde warmte? 
Hoeveel warmte wordt bij voortzetting van den kringloop 
per pk en per uur verbruikt? 

Gegeven is de soortelijke warmte van den verzadigden 


anderingen graphisch voor en leid de formule « —= 


waterdamp A= 1— r ; de verdampingswarmte van water 
bij de absolute temperatuur T is r=r,—aT. 
Te substitueeren T, == 437 abs, Ty == 8358° abs. 7, = 800, 


00 4306: 


’ loge 
ELL 


1. Een: permanente magneetstaaf en een staaf week 
ijzer liggen in elkaars verlengde. Leid, uitgaande van de 
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wet van Coulomb, af dat de arbeid bij een kleine ver- 
andering van den onderlingen afstand kan worden voor- 
gesteld door vIdH, waarin v het volume, [ de magneti- 
satie van het week ijzer en H de magnetische kracht 
door den permanenten magneet in een punt van het week 
ijzer uitgeoefend voorstellen. 

Zijn deze arbeidshoeveelheden bij een heen- en weer-_ 
gaande beweging even groot? Zoo niet, welke van de 
twee is dan het grootst en welke energie-omzetting heeft 
bovendien plaats gevonden? 

Ondersteld wordt dat de afmetingen van de magneten 
klein zijn tegenover hun afstand, en dat de magnetisatie 
van den permanenten magneet geheel constant blijft. 

2. Geef aan hoe men zich volgens de electriciteits- 
theorie het ontstaan van een electrischen stroom in een 
galvanisch element voorstelt. Licht dit toe door als voor- 
beeld een eenvoudig element, b.v. dat van Volta, te be- 
schrijven. 


La 


1. Een Leidsche flesch, waarvan de bekleedselen 1500 
cM 2 oppervlak bezitten en de glasdikte 2 mM. bedraagt, 
is geladen tot een potentiaalverschil van 18600 volt. De 
flesch wordt ontladen door een geelkoper-draad van 10 eM. 
lengte en !/, mM. dikte terwijl de weerstand der overige 
verbindingsdraden te verwaarloozen is. Men vraagt de 
temperatuurverhooging van dezen draad bij de ontlading, 
indien daarbij geen warmte wordt uitgestraald, 

lvolt.==! fog electrost. Gee gutareaan 

de diëleetrische constante van glas — 6, 

mechanisch equivalent van 1 kg.-cal. —=427 kem, 

soortelijk gew. van geelkoper —= 8.4, soortel. warmte 
van geelkoper = 0,093. | 

2. Een stroomgever E,‚ waarvan de E.M.K. 14 volt be- 
draagt, levert stroom in een geleiding, die zich in een punt 
A in twee takken splitst AcB en AdB. In den eersten 
tak is een koper-ontledingstoestel e geplaatst, waarin per uur 
4,74 gr. koper wordt neergeslagen. 

Men vraagt hoeveel energie door den stroomgever E 
wordt geleverd, als gegeven is, dat de weerstand van den 
tak AcB 2 ohm, die van AdB 5 ohm bedraagt. 
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Het. electrochemisch equivalent van koper —= 


0,000329 —&_—, de E. M. K. der polarisatie in den 
amp. sec. 


ontledingstoestel =— 2 volt te stellen. 
Examen Zeevaartkunde (I). 
Cijferen. 


1. 18 Januari 1896 op 49° 4230’ geg. Z.b. en 66° 9’ 
geg. W.L. is waargenomen volgens de klok des voormid- 
dags te Ot 50m geg. W.T. a/b Sirius gem. h. =49° 24’ 30” 
bij aanw. tijdm, == 14 12@50*. Daarna verzeild Z, 57° W. 
80 zeemijl en toen waargenomen bij aanw. tijd = 4u 15m 268 
Venus gem. h.—=21° 28’ 20". Stand tijdm.= 4 44 2m 46s, 
GOERd EM: D. w. 

Gevraagd standplaats schip bij 2° waarneming. 

2. 30 September 1905 op 45° 42’ geg. Z.b. en 105° 17’ 
geg. O0. L, is des namiddags bij aanw. tijdm. = 11% 48m 425 
Canopus gem. h.=10° 5’ nabij beneden doorgang. Oog 7 M. 
b. w. Stand tijdm. == + OU 24m 165, 

Gevraagd b. en L. van het breedtepunt. 

Alm. 30 September Ot M. T. Gr. middelb. zons R O.= 
128 34m 15s, 

Canopus RR. O,=6E2IP 52e. 

4 dS 24 7, 

8. Men verlangt te stoomen van Valparaiso naar King 
George Sound langs den grootcirkel. Gevraagd hoeken van 
afvaart en aankomst, b. en L. vertex, afstanden volgens 
grootcirkel en volgens loxodroom. 

Valparaiso Z:b.=—=33°1 52’, K.G.SndZ.b. = 35° 4 18°, 

id. ME 33425 be O.L. =118°3 187, 

4, 1 Maart 1896 op 55° 28’ geg. N.b. en 5° 10’ geg. O.L. 
is waargenomen des namiddags te 3% 10® geg. W. T. a/b 
bij aanw. tijdm. —=20 20m 21° zons onderrands gem. h. = 
15° 40’ 30”. Daarna verzeild 466° W. 27 zeemijl en toen 
waargenomen bij aanw. tijdm. =64 8m 12° poolsters gem. 
h. =55° 46’. Stand tijdm. == J- Ot 41m 14S. Oog 4 M,. b. w. 

Gevraagd b. en L. standplaats bij 2° waarneming. 

5. 28 April 1896 op 139° 48’ gege. W, L. en 42° 3 geg. 
N.b. is waargenomen, maans bovenrands gem. h. = 24°40'30” 
op ’t oogenblik van boven meridiaans doorgang. Oog 
6 M. b. w. 

Gevraagd M. T. van maansdoorgang en breedte. 


Examen-Opgaven in 1906, 2e Jaargang 3 
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620 Ue LOES op 55° geg. Z.b. en 84° seg rO Mm 


des avonds waargenomen bij aanw. tijdm. —= 5" 48m 305 . 
Tomalhaut gem. h.=45° 58’. Oog 4.4 M. b. w. Stand tijám. 
=O SO 


Gevraagd de ligging van het lengtepunt en de richting 
der hoogtelijn. 
Alm. 20 Juli Ot M. T. Gr. Middelb. zons R. O.=7" 5538, 
Formalhaut.R.O;= 2245 1 COO 
8 As SOE 
Sterrekunde. 


1. Hoe kan de lengte en breedte van een hemellichaam 
berekend worden, als de R.O. en de declinatie van het 
hemellichaam en de helling der ecliptica bekend zijn. 

2. Als de breedte der nieuwe maan kleiner is dan 1° 24 
zal er een zonsverduistering plaats hebben. Toon dit aan, als 


de grootste maans 4m. == 1645”, de grootste zons }m. —= 16/18" 


„kleinsten „ = 141, ‚kleinste …— 
„ grootste maansh.p. = 61/27”, „ grootste zons h.p. = 9 
te EE ee „ — 50853, „kleinste. 


3. Geef een elementair bewijs van de juistheid van de 
2e wet van Keppler. (De snelheid van een planeet in haar 
baan is zoodanig, dat de voerstralen in gelijke tijden 
gelijke perken doorloopen.) 

4, Geef een verklaring, opgehelderd door teekeningen 
hoe een binnenplaneet een bocht of knoop aan den hemel- 
sfeer kan beschrijven. 


Examen Wiskunde M. O. (K‚). 
Analytische meetkunde (Eerste dag, van 9—11 uur). 


1. Een veranderlijke raaklijn der parabool x2=2ay 
snijdt de gelijkzijdige hyperbool xy =k? in de punten P 
en Q. Bepaal: 

Il) de meetkundige plaats van het midden van PQ; 

2) de meetkundige plaats van de pool van PQ, ten op- 
zichte van de geliĳkzijdige hyperbool. 

2. Men beschouwt een stelsel evenwijdige koorden van 
een gelijkzijdige hyperbool. Bewijs dat de cirkels, die deze 
koorden tot middellijn hebben, door twee vaste punten der 
hyperbool gaan. 

Wanneer zullen deze punten bestaanbaar zijn ? 
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Trigonometrie (Eerste dag van 11—124 uur). 


1. Bepaal al de hoeken, die voldoen aan de vergelijking 
tang? ® — 7,8295 tang D + 10,6351 = 0. 

2. Van een vierhoek ABCD is gegeven de zijde AB, de 
diagonaal AC en de hoeken BAC, ADB en BDC. Men 
vraagt de lijnen AD, BD en CD te vinden, zonder vooraf 
onbekende elementen van den driehoek ABC te berekenen. 

9. Een schip begeeft zich van eene plaats A op het 
noordelijk halfrond, waarvan de lengte en breedte bekend 
zijn, langs den kortsten weg naar eene andere plaats B 
meer oostelijk en meer noordelijk gelegen dan A. Als nu 
bekend is de lengte van den afgelegden weg en de grootste 
noordelijke breedte, die op dien weg bereikt wordt, vraagt 
men de lengte en de breedte van B te bepalen. 


Beschrijvende Meetkunde (Tweede dag, van 9—12 uur). 


1. Uit een punt A der as van projectie wordt in het 
vertikale vlak eene lijn AV getrokken, die een hoek van 
80° en eene lijn in ’t horizontale vlak, die een hoek van 
60° met de as maakt. 

Deze lijnen zijn de doorgangen van een vlak W met de 
projectievlakken. In dit vlak W wordt een punt M aan- 
genomen, 5 eM. vóór het vertikale vlak; de lijn die de 
beide projecties van M verbindt, heeft een afstand van 8 
cM. tot A. Het punt M is het middelpunt van een, in ’t 
vlak W gelegen, regelmatigen zeshoek, waarvan twee 
zijden evenwijdig zijn aan het horizontale vlak; lengte der 
zijden 3 cM. De zeshoek is het grondvlak eener regel- 
matige pyramide, die op het vlak W staat; hoogte pyra- 
mide 10 cM, 

Gevraagd de beide projecties dezer pyramide in teeke- 
ning te brengen en de punten te bepalen, in welke het 
zijdelingsch oppervlak gesneden wordt door de lijn, die A 
met het midden der hoogtelijn verbindt. 

2. Gegeven een bol, waarvan het middelpunt M 5 cM. 
vóór het vertikale en 5 cM. boven het horizontale pro- 
jectievlak gelegen is; straal bol 3 cM. Door M is eene lijn 
Ll gebracht, die de as van projectie snijdt; de beide pro- 
jecties dier lijn maken hoeken van 45° met die as. Langs 
deze lijn valt een der diagonalen van een regelmatig acht- 
vlak, waarvan de ribben den bol aanraken. Gevraagd de 
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projecties van dit achtvlak in teekening te brengen, wan- 
neer nog gegeven is, dat van een tweede diagonaal van 
het achtvlak de beide projecties loodrecht zijn op de as 
van projectie. 


Meetkunde (Tweede dag, van 1—4 uur). 


1. Een driehoek te construeeren, waarvan gegeven is 
A =60°, at-b=p en adce=gq (p en q zijn gegeven 
lijnen). 

2. Gegeven zijn vier punten A, B, G en D op eemeirkel 
en een rechte lijn l. Men neemt op l een willekeurig punt 
P en beschrijft den cirkel door P, A en B benevens den 
cirkel door P, C en D. Bepaal de meetkundige plaats van 
het tweede snijpunt dezer cirkels, als P de lijn / doorloopt. 

3. In elk viervlak bepaalt de lijn, die twee overstaande 
ribben loodrecht snijdt, op elk dezer een punt. Bewijs dat 
de zes punten, die men op deze wijze verkrijgt en de 
middens der zes ribben twaalf punten zijn op één bol ge- 
legen, wanneer de hoogtelijnen van het viervlak door één 
punt gaan. 


Algebra (Eerste dag, van 2—4). 


1. Te bewijzen, zonder den determinant te ontwikkelen, 
Pp, D3 0 
1 Pp, Pa} =d FD) (a +0) (a + d) (b +€) (b + d) (C + d), 
| p, Ds 
waarin : 
p,=adbdedtd, pz =ab Hac + ad + be + bd + ed, 
Pz = bed + cad + abd + abe, Py = Abed. 
2. Van de vergelijking met bestaanbare coëfficiënten 
ORTE IE LE ee: + a, =0 
is gegeven, dat de volstrekte waarde (modulus) van den 
bestaanbaren wortel « grooter is dan die van een der 
overige wortels der vergelijking. Men stelt 4” =y en eli- 
mineert © tusschen beide vergelijkingen. 
Te bewijzen, dat de uitkomst der eliminatie is eene 
vergelijking in y van den „den graad van de gedaante 
yr H by yr Hbo yr LH by =O, 
Hoe hangt de coëfficiënt b, af van de wortels der eerst- 
genoemde vergelijking ? 
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Aan te toonen, dat men voor steeds grooter wordende 
waarden van » zal hebben 


mM 
Lim W(—b,) == of —a, 
M == 00 
3. Aan welke recurrente betrekkingen voldoen de coöffi- 
ciënten van beide onderstaande reeksontwikkelingen ? 


14 bra? 


WES ent rs lat en 
a + (a b LL 
Dr eat Be Be 4 AE, 
Te bewijzen, dat de breuken en 2e a Bn zijn de 
2 Dg 


achtereenvolgende naderende breuken van de periodieke 
kettingbreuk 

le 

b A de 

sij 


Theorische en toegepaste mechanica (K). 


1. Eene zekere versnelling wordt uitgedrukt door z, in 
een stelsel, waarin de tijd van m + » sec. als tijdseenheid 
en de lengte van ad meter als lengte-eenheid is aangenomen. 

Dezelfde versnelling wordt door z, uitgedrukt in het 
stelsel waarin m — n sec. tijdseenheid en b meter lengte- 
eenheid is, 

Waardoor wordt deze versnelling aangegeven in een 
derde stelsel, waarin de tijdseenheid 2x sec. is en de 
lengte-eenheid c meter meet? 

2. Bepaal den stand der centrale as van een stelsel 
krachten waarvan de aangrijpingspunten en de componenten 
ten opzichte van een rechthoekig assenstelsel zijn: 


X y Z X A Z 
K, 1 2 De) 10 —6 15 
Ko» 2 —l + 5 15 80 
Ks De) 2 2 4 16 — 20 
K, 4 1 2 dt 15 10 
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8. Een vierkante plaat vormt den vertikalen zijwand 
van een reservoir, dat tot den rand met water is gevuld. 
De zijwand wordt door de beide diagonalen in vier drie: 
hoeken verdeeld. Men vraagt den druk der vloeistof op 
elk dezer driehoeken en de perspunten daarvan te bepalen. 

4. Een bol ligt in het midden van een cilindrische buis, 
die zelf op een horizontaal vlak rust. Men deelt aan die 
buis rechthoekig op de as en evenwijdig aan het vlak eene 
snelheid v, mede. Bepaal deze zoodanig, dat het middel 
punt van den bol tot op de hoogte van de as van den 
cilinder opstijge. De met elkander in aanraking komende 
oppervlakken worden volkomen glad aangenomen. 


Hoogere Wiskunde (Ky). 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Gegeven is een Swe en eene hyper- 
bolische paraboloïde. 

De as van den kegel is loodrecht op H en heeft een 
afstand van 6 cM. tot V; de top van den kegel ligt 8 cM. 
boven H, terwijl de beschrijvende lijnen van den kegel 
een hoek van 80° met de as maken. 

De paraboloïde heeft H tot richtvlak. Een der lijnen van 
dit oppervlak is die beschrijvende lijn van den kegel, die 
evenwijdig is aan V en die het vlak H snijdt in het meest 
naar links gelegen punt van den cirkel, dien de kegel met 
H gemeen heeft. Een tweede lijn der paraboloïde ligt in 
V, is loodrecht op H; de vertikale projectie dezer lijn ligt 
9 cM. rechts van de vertikale projectie van de as des kegels. 

Gevraagd: 19. Een punt der doorsnede van beide opper- 
vlakken, gelegen op eene beschrijvende lijn van den kegel, 
die H snijdt in een punt, 3 cM. vóór V gelegen, en de 
raaklijn der doorsnede in dat punt. 

20, Die lijn der paraboloïde, die evenwijdig is met eene 
beschrijvende lijn van den kegel, en de asymptoot van de 
doorsnede der beide oppervlakken. | 

H is het horizontale, V het vertikale vlak van projectie. 

2. Op een omwentelingskegel, die T tot top heeft en 
waarvan de beschrijvende lijnen een hoek van 30° metde 
omwentelingsas maken, is een willekeurig punt A aange- 
nomen. Daarna denkt men zich het oppervlak volgens TA 
doorgesneden en in een plat vlak uitgespreid. In den 
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cirkelsector, die daardoor ontstaat, wordt door A eene lijn 
l loodrecht op TA getrokken. Gevraagd, de beide projecties 
te bepalen der kromme, die bij het uitspreiden van ’t 
oppervlak in deze rechte lijn / overgaat, benevens de beide 
projecties der raaklijn in een willekeurig punt dezer kromme. 


Analytische meetkunde. 


1. Door den top van het kegelvlak #2 + 42 — 222 =0 
brengt men een vlak loodrecht op een willekeurige ribbe 
van dien kegel. Bewijs dat dit vlak den kegel volgens 
twee onderling loodrechte ribben snijdt. 

2. Gegeven is een ellipsoïde en een punt P. Bewijs dat 
men een ruimtekromme van den derden graad kan brengen 
door het middelpunt der ellipsoïde, het punt P en de voet- 
punten der uit P naar de ellipsoïde getrokken normalen. 
Toon aan dat deze kromme drie onderling loodrechte 
asymptoten heeft, 

83. Bepaal de vergelijkingen der asymptotische lijnen 
van het oppervlak, dat de meetkundige plaats is van de 
middens der koorden der ruimtekromme z=u, y =uf?, 
z=u°. Hier stelt w een veranderlijken parameter voor. 


Differentiaalrekening. 


1. Als tusschen x, y en 2 de betrekking 
(@ + log a) (4 + log b) (2 + log c) =log? a log? b log? c 
bestaat, vraagt men de maxima of minima van av byc2 te 
bepalen. 
De Als w=f(tY), v=d(r,y) is, vraagt men te be- 
wijzen 
de dy du dV| 
dv do jay ay[T 
dee du dv | 
Bestaat een dergelijke betrekking als meer dan twee 
functies van een even groot aantal onafhankelijk veran- 
derlijken gegeven zijn ? 
8. De doorsnede van de ellipsoïde 


al? Yy—2  (2—-3 
amok 12 1e 27 oke 
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en van den parabolischen cylinder y? == 2 gaat door den 
oorsprong. 
Men vraagt den kromtestraal en den torsiestraal van 
de kromme in dat punt te berekenen. 
1. Van de differentiaalvergelijking 
a(a—DyH(tart2a)y Ardy d4rn=0 
de algemeene en de afzonderlijke oplossing te vinden. 


2. Gevraagd de waarde van de bepaalde integraal: 
1 


|’ (Elen. 
0 


3. Den inhoud te berekenen van het lichaam, dat inge- 
sloten wordt door den kegel 


22 Oy 22 


en door den cilinder 
ay —bax?=0 
voor zoover het aan de positieve zijde van het yz-vlak ligt. 


Examen Wiskunde L.O. 
Stelkunde (Eerste dag, van 9 tot 114 uur). 


1. Men vraagt de som te bepalen der getallen, inge- 
lascht tusschen 1 en 21 en daarmede en onderling een 
rekenkundige reeks vormende, als gegeven is, dat de som 
dier ingelaschte getallen zich verhoudt tot de som der 
beide grootste als 11: 4. 

2. Tusschen welke grenzen liggen de reöele waarden 
van « en y‚ die voldoen aan de vergelijking 


2 H12ryt4yd4rt8yd20=0. 
8. Los # op uit de vergelijking 
2 glBL 3g2l08L | 160. 


Planimetrie (Eerste dag, van 1 tot 34 uur). 


1. Door den top A van een driehoek ABC trekt men 
lijnen AD en AB, die de basis of haar verlengde in D en 
E ontmoeten, respectievelijk evenwijdig aan de lijnen, die 
in C en B aan den omgeschreven cirkel van A ABC raken. 
Bewijs, dat BE:CD = AB?: AC?2, 
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2. Een driehoek te construeeren, waarvan gegeven zijn 
de basis, de hoogte en de som van de vierkanten der op- 
staande zijden. 

8. De kortste diagonaal van den regelmatigen tienhoek 
in het apothema van den tienhoek uit te drukken. 


Stereometrie (Tweede dag, 9 tot 114 uur). 


1. Men deelt de bwitenhoeken van een willekeurigen 
drievlakshoek middendoor en trekt in elk van de deel- 
vlakken een rechte lijn door den top loodrecht op de bijbe- 
hoorende ribbe. Gevraagd te bewijzen, dat de drie aldus 
verkregen lijnen in één plat vlak liggen. 

2. Een der opstaande ribben AD van eene driezijdige 
pyramide ABCD verlengt men met een stuk DE ==AD en 
brengt door E een vlak, dat de ribben AB en AC halveert. 
Gevraagd de deelen, waarin dit vlak de pyramide verdeelt, 
in den inhoud l van die pyramide uit te drukken. 

8. De som van de spherische loodlijnen, uit een punt, 
dat op het boloppervlak binnen een rechten boltweehoek 
gelegen is, neergelaten op de zijden van dien boltweehoek, 
is in het algemeen kleiner dan 90°, tenzij het punt op den 
boog van den grooten cirkel ligt, die de middens der zijden 
verbindt. Men vraagt het bewijs van deze eigenschap. 


Gonio- en Trigonometrie (Tweede dag, van 1 tot 94 uur). 
ler „LOS A Ops uit 
sin (24° + #) COS U 
J— — 
sin © __sin (24° — %) 


2. Om vierhoek ABCD iseen cirkel beschreven. Gegeven 
zijn de zijden AB, AD en CD en / D. 

Op welke wijze zoudt gij berekenen het oppervlak van 
het cirkelsegment, waarvan AB de koorde is en dat buiten 
den vierhoek ligt? 

3. Op een zijde van een scherphoekigen driehoek ABC 
als middellijn wordt een halve cirkel beschreven, die de 
andere zijden in D en E snijdt. 

Men vraagt de koorde DE zoo eenvoudig mogelijk in 
elementen van den driehoek uit te drukken. 
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